Gauss-Markov véletlen mez6k és a Sidorenko sejtés

Felsmann Déaniel

A Gauss-Markov véletlen mez6k a matematika tobb teriiletén, példaul a statisztikaban,
a szamitastudomanyban és a statisztikus fizikdban is alapvetGen fontos objektumok. A tu-
lajdonsdgaik szorosan kapcsolédnak egy, a mezdt jellemzg véges grathoz, azonban altaldban
nem grafelméleti megkozelitésben szokas targyalni a tulajdonsidgaikat. A kutatémunkam soran
Csikvari Péter és Szegedy Balazs a téméval foglalkoz6 cikkét ismertem meg, amelyben a szer-
z6k a Gauss-Markov véletlen mez6ket jellemz6 graf vizsgalataval kapcsoljak dssze a teriiletet a
grafelmélettel. A cikk egyik fontos eredménye példaul egy Sidorenko sejtéséhez hasonlé deter-
minans egyenlétlenség.

Egy p dimenzios X = (X1, ..., X)) valoszintiségi valtozo tébbdimenziés normalis eloszlasi, ha

Zle o; X; normélis eloszlasu tetszéleges o; € R mellett. A tébbdimenziés normalis eloszlast a
u varhato értéke és X kovariancia méatrixa egyértelmiien meghatérozzak (a ¥ méatrix elemei a
megfelels koordinatak kovarianciai: (X);; = cov(Xj;, X;)). Fontos kiemelni, hogy az igy kapott
méatrix mindig pozitiv szemidefinit. Esetiinkben egy adott G = (V, E) véges graf minden csi-
csdhoz egy-egy koordinata tartozik: X = (X, )yev, az X valoszintiségi valtozé koordinatai pedig
egylittesen egy |V| dimenzios normaélis eloszlast alkotnak.
Az (Xy)yey valoszintségi valtozo térbeli Markov tulajdonségu, ha V.S C V esetén teljesiil, hogy
az (Xy)yes margindlis eloszlasa feltéve az (Xy ) ey g viltozokat megegyezik (X,)yes eloszlasa-
val, ha csak az (Xu)weng(s) valtozokat tessziik fel, ahol Ng(S) azokat az S-en kiviili csticsokat
jelenti, amelyekbe megy él S-bol (S szomszédai). Ez a tulajdonsig tehéat azt fejezi ki, hogy
(Xy)ves feltételesen fiiggetlen az S-el nem szomszédos csicsokhoz tartozo valtozoktol. Ha a G
graf példaul egy ut, akkor ez a definicié a klasszikus Markov-tulajdonsaggal ekvivalens.

1. Definicio:  Adott G = (V, E) graf esetén az (X,)yey Gauss-Markov véletlen mezd, ha
tobbdimenziés normalis eloszlasi és rendelkezik a térbeli Markov tulajdonsaggal.

A cikkben vizsgalt esetben a graf csicsaihoz tartézd X, valdsziniiségi viltozok mindegyike
standard normaélis eloszlasd, igy az eloszlast a ¥ kovariancia matrix is meghatarozza. Tovabbi
feltétel, hogy a mez8 homogén. Ez azt jelenti, hogy a graf éleinek megfelels (X;, X;), (i,7) €
E(G) marginalisok eloszldsa minden él esetén azonos. Ha ¥ pozitiv definit, akkor az eloszlas
abszolut folytonos a Lebesgue mértékre nézve és siirtiségfviiggvénye u = 0 esetben:
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A Gauss-Markov véletlen mez6k egyes tulajdonsagai megfeleltethet6k a 3 kovariancia matrix
algebrai tulajdonsagainak. A mezd Markov-tulajdonsaga példaul ekvivalens azzal, hogy det(X)
maximalis, illetve azzal is, hogy ¥~! miden olyan eleme 0, ahol G-ben nincs él. Az f stirtiségfiigg-
vényld X valoszintségi valtozo differencial entropiaja

- / f(z)In f(z)dx = 5 + 3 In(27) + Indet(X)
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amibdl latszik, hogy a G grafon az entrépiat maximalizalé normaélis elszlast valtozd Markov
tulajdonsagu.

A Markov tulajdonsighoz jutunk akkor is, ha a ¥ kovariancia matrix maximum likelihood
becslését keressiik a kovetkezd modon: legyen X1, Xo, ..., X, egy |V dinemzids, 0 varhato értékd
normalis eloszlasbdl vett minta. Tegyiik fel, hogy az Sg = %X;{XkT tapasztalati kovariancia
méatrixot csak a graf élei mentén tudjuk mérni. Erre az esetre vonatkozik Dempster alabbi
tétele.

2. Tétel: Az el6bbi esetben pontosan akkor létezik a ¥ kovarianci méatrix maximum likeli-
hood becslése, ha a csak részben kitoltott Sg matrix kiegészithet§ pozitiv definitté. Ebben az
esetben a ¥ becslés az az egyértelmil matrix, amelyre (X71);; =0, ha (i,7) ¢ E(G).

A determinanst maximalizalé matrix kereséséhez vezessiik be a kdvetkezo jeltléseket:

3. Definici6 Adott G = (V, E) graf és = € (—1,1) mellett jelolje A(G,x) az olyan V x V
méretd M matrixok halmazat, ahol

o M pozitiv definit
e 3 f6atloban M minden eleme 1
[} (M)ij =z, ha (Z,j) S E(G)

Legyen Ag(z) € A(G,z) a determinanst maximalizalé matrix és 7(G, z) = det(Ag(x)).

Ha A(G, x) nem iires, akkor Ag(z) mindig egyértelmtien 1étezik, mivel A(G, ) korlatos konvex
halmaz és a hataran nem lehet a maximum, illetve M — logdet(M) szigornan konkav. A
cikk egyik 6 célkittizése a 7(G,x) fiiggvény tulajdonsigainak minél jobb megértése. Sajnos
7(G, ) értékére nem ismert altalanos képlet, azonban specidlis grafokra (példaul erdsen regu-
laris, merevhura, teljes paros) explicit formulaval kiszamithato. 7(G, x) hatvanysorba fejthetd,
analitikus fiiggvénye z-nek, ahol 0 koriili hatvanysor egész egyiitthatos. Ennek, illetve az Ag(x)
méatrixnak a kozelitésére a szerzék be is mutatnak egy iterativ algoritmust.

A 7(G,z) fuiggvény logaritmusa kifejezhetd az extremalis kombinatorikabol ismert részgraf
stirtiségek hatarértekeinek segitségével. A G graf strtiségét H-ban a t(G, H) mennyiség méri, ez
annak a valoszintisége, hogy egy véletlen V(G) — V(H) leképezés homomorfizmus. Sidorenko
(illetve Erdés és Simonovits) sejtése azt mondja ki, hogy ha G péros graf, akkor

(G, H) > t(Ko, H)IE©)

minden H nem {ires graf esetén.
Altalanosabb megfogalmazasban azt is mondhatjuk, hogy a Gi,Go,...,G, grafok teljesitenek
egy multiplikativ egyenl6tlenséget az a1, ag, ..., a, konstansokkal, ha

ﬁt(Gi,H)ai >1
i=1

minden H nem tres graf mellett. A ¢(G, H) striiség altalanosithato arra az esetre is, amikor
G "stirtiségét" nem egy H grafban, hanem egy W graphonban vizsgaljuk (a Sidorenko sejtés
eredeti megfogalmazasa is erre az alakra vonatkozik). A 7(G, x) fiiggvény és ¢(G, W) mennyi-
ségek kapcsolata kifejezhetd egy magas dimenzids gdbmhbok segitségével definialt véletlen matrix
modellel, egy ez alapjan felallitott nagyeltérés tétel, valamint egy specidlis W "gdmbi" graphon
segitségével. Ebbdl kovetkeznek a kovetkezd allitas is:



4. Tétel: Ha Gy,...,Gy, teljesitenek egy multiplikativ egyenl6tlenséget o, ..., a,, konstan-
sokkal, akkor [ | 7(G;,z)* > 1 is teljesill Vo € (—1,1)

Az el6z6 allitasnak Galvin és Tetali megfelels tétele miatt kbzvetlen kovetkezménye a kézetkezd
tétel:

5. Tétel: Ha G = (V, FE) d-reguléris paros graf, akkor

(G, ) VO < 7(Kq g, )/
A cikk egyik legfontosabb eredménye a kivetkezs, Sidorenko sejtéséhez hasonlo allitas:

6. Tétel: Ha x € [0,1), akkor tetsz6leges G grafra

(G, x) > 7(Ky, 2)IFE) = (1 — 22)IE@)]

Belathato, hogy ha G péaros graf, akkor a 7(G,x) fiiggvény x-ben péros, tehat ilyenkor
7(G,z) = 7(G,—z). Ebben az esetben az el6z6 tétel specialis eseteként kapjuk a Sidorenko
sejtésének megfelels allitas determindnsokra vonatkozo alakjat:

7. Kovetkezmény: Ha G paros, akkor Vo € (—1,1)

(G, z) > (1 — 2%)E@)

Ezeket az eredményeket homogén Gauss-Markov mezdSkre vonatkozd entrdpia egyenlGtlen-
ségként is értelmezhetjiik. Kis szamolés utan latszik, hogy az X = (X,)yev mezd entropija
D(X) = |—‘2/| In(27e) + £ In7(G,z). A cstcsoknak megfelel§ koordinatakra D(X,) = 3 In(2me),
mig az élek esetén D(X;, X;) = In(2me) + 3 In7(K>, x). Ezek segitségével az 6. tétel a kovetkezs
entrépia egyenltlenségnek felel meg:

D ((Xy)vev) — Z (X5, X;5) + Z(deg(v) —1)D(X,) >0
(i,J)€EE veV

tehat a homogén Gauss-Markov véletlen mezd differencial entrépidja legalabb akkora, mint az
él entropia | E(G)|-szeresének az és a csucs entropia (|V(G)| —2|E(G)|)-szeresének a kiilénbsége.

A 6. tétel egyenlétlensége utéan természetesen meriil fel a kérdés, hogy a kapott korlat mennyire
éles. Ezzel kapcsolatban az deriil ki, hogy a % fliggvény monoton né az [0, ﬁ] és
[ﬁ, 1} intervallumokon, ahol A a graf legnagyobb fokszama, d pedig az atlagos fokszam.

Ennek a vizsgalata a 7(G, x) fuggvény logaritmikus derivaltjaval toérténik, amely szép alakban
kifejezhets A (x) inverzének elemeivel.

A kovetkezs allitas szerint 7(G, z) viselkedése a [0, ﬁ) és (%1, 1} intervallumokon eltér

egymastol:



8. Tétel: a)Hauze€ [O, ﬁ), és G legrovidebb korének hossza g, akkor

In7(G, x)

[E(G)]

((A = Dx)f

—In(1 — z?) T-(A-Dz

<2

b) Ha pedig x € [Til’ 1}, akkor létezik olyan G-t6l fiiggetlen, pozitiv a(d, x) fiiggvény, amellyel

M > a(d, x)

— In —x2
B o)

A tételbdl latszik, hogy d regularis grafok esetén a 7(G,x) fiiggvény viselkedésében egy
fazisdtmenet figyelhets meg a ﬁ pontban. Az el6z6 tétel b) részének kovetkezmeénye a kovetkezs
allitas.

9. Kovetkezmény: Ha (G),) olyan d regularis grafokbol 4116 sorozat, amelyben a legrovidebb

korok hossza g(G,) — oo, akkor

lim In7(Gp, x)

d
= —In(1 — 2?
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