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A kvazioroklsds algebra (4. definicio) egy viszonylag 10j fogalom a gytirtielméletben,
az 1980-as évek végén vezette be E. Cline, B. Parshall és L. Scott. Az [1] cikk nyoméan
kvazioroklgdének fogunk nevezni egy olyan A algebrat, amelyben rekurzivan konstrualha-
tunk egy olyan A-ba felérg ideallancot, melynek elemei adott tulajdonsaggal rendelkezd
idempotens idealok. Az ideallanc hosszabdl egy felsé korlatot kapunk az algebra globélis
dimenzidjara is (13. allitas).

Iyama egyik cikkében [3] levezette, hogy ha vesziink egy A artin algebrat, és egy X
végesen generalt A-modulust, akkor ehhez taldlhatunk egy olyan Y A-modulust, hogy
ekkor I' = End(X @Y) kvazioroklsds lesz (9. tétel). E tétel olyan szempontbol érdekes
szamunkra, hogy ebben az esetben I' globélis dimenziojara egy olyan fels§ becslést ka-
punk, mely jobb, mint a tetsz6leges kvazioroklsds algebra globalis dimenzi6jara vonatkozo
becslés. Ringel megmutatta, hogy Iyama konstrukci¢jara teljestil egy, a kvazioroklgdsség-
nél erGsebb tulajdonsag, és ezen specialis tulajdonsig segitségével bevezette az erdsen

kvazioroklsds algebrak fogalmat [2].

A mostani beszamoldban az erdsen kvazioroklsds algebrakat tanulmanyozunk. A kony-
nyebb atlathatosag érdekében bevezetek néhany olyan fogalmat, mely mar az 6szi besza-
moloban is el6keriilt. A definicidokat és tételeket ismét szemléletes példéakon és ellenpélda-

kon keresztiil probaljuk megérteni.

1. Definicié. Egy R kommutativ artin gydrid feletti végesen generdlt A algebrdt artin

algebranak neveziink.

Az altaldnossag kedvéért a definiciokban artin algebrat fogunk hasznalni, a gyakorlat-

ban azonban a legtobbszor helyettesithetjiik ezt test feletti véges dimenzids algebraval.



2. Definici6. Legyen J a A egységelemes artin algebra Jacobson radikdlja. A-nak egy I
idedlja orokletes, ha:

1. I* = I, azaz I idempotens

2. IJI =0 (ezt Schur tulajdonsdgnak fogjuk nevezni)

3. In projektiv, mint jobb A-modulus
Az idempotens idedlok megértésében segit a kovetkezd lemma:

3. Lemma. Ha e € A egy idempotens elem, akkor az e dltal generdlt idedl idempotens,
azaz (AeA)? = (AeA). Megforditva, ha A artin algebra, és I? = I teljesiil az I idedlra,
akkor létezik egqy e idempotens elem gy, hogy I = AeA.

4. Definicié. Eqy A artin algebrdt kvdzioroklddonek neveziink, ha létezik eqy olyan
0:[0C[1CC[n:A

orokletes idedllanca, melyre I,/I, 1 a A/I,_q orokletes idedlja, minden 1 <t < n-re.

Mivel A artin, A/J féligegyszert, igy a A/J feletti egyszeri modulusok szdma vé-
ges. Ugyanakkor a A/J feletti egyszerti modulusok pontosan azok, amelyek A felett is

egyszertiek, igy ezek szdma is véges.

5. Jelolés. S-sel jeldljiik az egyszerd jobb oldali A-modulusok izomorfizmusosztdlyainak

halmazdt. Eqy S € S egyszerd modulus projektiv feddje legyen P(S).
A fentivel ekvivalens definicot kapunk, ha bevezetjik a A-filtralas fogalmat:

6. Definicid. Legyen adott eqgy l: S — {1,2,...,n} (nem feltétleniil bijektiv) hozzdrende-
lés. (Abban az esetben, amikor | bijektiv, ez megad eqy rendezést az eqyszeriek halmazdn.)
Ekkor A(S) a P(S) legnagyobb olyan faktora, melynek az dsszes S’ kompozicidfaktord-
ra 1(S") < U(S) teljesil. (Vegyiik észre, hogy A(S) definicidja egyértelmi.) Ekkor A(S)-t
az S-hez tartozo standard modulusnak nevezzik. Ezek halmaza A = {A(S) | S € S}.
F(A)-nak nevezzik Mod-A azon részkategoridjat, amelyben minden modulus A-filtrdlt,
azaz M € F(A) pontosan akkor, ha:

0O=MyCM;C..CM=M
igy, hogy minden i-re M;/M;_1 izomorf A egyik elemével.
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A legtobb esetben A béazisalgebraval fogunk dolgozni. Erre teljesiil, hogy az egységelem
elgall, mint véges sok primitiv ortogonéalis idempotens Osszege: 1 = e; + es+ ... +¢,, ahol

eie; = 0;5¢€;, és semely e; sem bonthaté tovabb. Ilyen esetben A(S(i)) = e;A/e;A, ahol

ci= e és T ={j:j #; US(G)) = USG)}.

Most pedig tekintsiik a kvazioroklgdsség ekvivalens definiciojat, melyet a A-filtralas

segitségével fogalmazunk meg:

7. Definicié. Egy A artin algebra kvdziorokléds az 1 : S — {1,2,..n} hozzdrendelésre

nézve, ha minden S € S-re létezik eqy egzakt sorozat:
R(S) = P(S) — A(S) =0
melyre az alabbiak teljestilnek:
1. R(S) olyan P(S") projektiv modulusok direktdsszege, melyekre [(S”) > 1(.S)
2. ha S" a rad A(S) kompozicidfaktora, akkor 1(S") < I(S)
3. minden S € S-re P(S) A-filtrdlt.
(Figyeljink arra, hogy R(S) — P(S)-nél nincs megkivetelve az injektivitds!)
A fent megadott [ hozzarendelés hatarozza meg a kvaziorokl6ds sorrendet. Legyen
Ty ={ie{1,2,...n}| 1(S(i)) értéke maximalis }

Legyen I a {P(i) : i € T\} altal generalt kétoldali ideal. Ekkor a megadott feltételek
garantaljak, hogy I orokletes ideal legyen A-ban. Ezutan, legyen

Thy={ie{l,2,...n} —T1| I(S(7)) értéke maximalis }

Ekkor a Ty-beli projektivek altal generalt kétoldali ideal orokletes lesz A/I-ben. Ezt az
eljarast folytatva megkapjuk A orokletes idedllancat az [ hozzarendelésre nézve.

A legtobb esetben [ bijektiv, igy minden lépésben egyetlen projektiv altal generalt kétoldali
idedl szerint faktorizalunk. Az altalanossag kedvéért azonban a definicioban megengedjiik

a nem bijektiv esetet is.



Kovessiik figyelemmel az alabbi példat, melyben ki-
szamoljuk a A-kat egy rogzitett [ sorrendre. Ezutan ész-
revehetjiik, hogy az [ megvaltoztatésaval a A-k is valtoz-
nak, mely azt mutatja, hogy a kvazioroklgdé tulajdonsag

fligg az | megvalasztatol. (Azaz el6fordulhat, hogy egy

algebra egy adott sorrenddel kvéazioroklsds, de egy méa-

sikkal nem az.)

1. dbra. A grafja

Legyen A az 1. abran lathato grathoz tartozo grafal-
gebra, amikor az vd = 0; de = 0 relaciokkal faktorizalunk! Ekkor:

e

AA: a@ab @2@‘Z@ab

a y
A cstcsokhoz tartozo egyszertek elészor legyenek abécé sorrendben szamozva, azaz [(a) =
1, ..., l(e) = 5. Ezt kapjuk:

Ap= a@a c®504®,°,
d d

e

Vagyis az adott [ esetén A(e) = , " .5 A(d) = d; A(c) = ¢; A(b) = '; A(a) = a, amelyrsl
nyilvanvaléan latszik, hogy nem kvéfziérijklé’dc’i sorrend, mivel az 6todik idempotens altal
generalt ideal nem projektiv.

Ha most az I'(a) = 1; I'(b) = 4; I'(c) = 5; I'(d) = 3; I'(e) = 2; sorrendet tekintjiik:

e

Ay= a @ ® ¢ )

Igy pedig A(c) = 5; A(D) = 5 A(d) = 45 A(e) = ¢; A(a) = a, melyek egy kvazioroklsds
sorrendet adnak. (A A-filtralast a szinek mutatjak.)

A kvazioroklgds algebrék globalis dimenzidjara igaz az alabbi becslés:
8. Allitas. Egy A kvdziorokl6dé algebrdra, melynek orokletes idedlldnca:
O:[()C[lCC[n:A

teljesiil, hogy gl dimA < 2n — 2.



Ez a becslés lehet persze éles is, vegyiik ehhez a 2. 4bran szerepld e
B grafalgebrat, mikor az ay = ve = 03 = ¢p0 = v0 — o = ep— 6y = ﬁ ‘
pe = 0 altal generalt ideallal faktorizalunk. Ekkor az [(S(i)) = i G B 0 e
sorrendre nézve kvazioroklsds algebrat kapunk:
Bp=1® 2,104 e

Latszik tovabba az is, hogy semmilyen mas sorrendben nem kap-
hatunk kvazioroklsds algebrat. Ugyanis P(1)-re, P(2)-re és P(3)-ra

nem teljestil a Schur tulajdonsag, igy azokkal nem kezdhetiink (hi-

2. dbra. B grafja

szen azon i-re, melyre (i) maximalis, A(i) = P(i)). S6t B/BeyB-
ben is csak P(3) faktorara teljesiil (és igy tovabb). Vagyis az 6rokletes lanc hossza 4. A
fenti becslés szerint gl dim B < 6, de itt gl dim B = 6 teljesiil, mivel S(4) projektiv

dimenzidja 6:

3 2 1 3 2 3
O—>§—>234—>12369%%%@234%123@§—>234—>§—>4—>O

Most pedig ratérhetiink Iyama eredményére:

9. Tétel. (Iyama) Legyen A egy artin algebra, X eqy végesen generdlt A-modulus. Ekkor
létezik eqy Y A-modulus, hogy I' = End(X @Y) kvdziordkléds, n hosszi drokletes lanccal.
Erre a I'-ra az 1s teljesiil, hogy gl dim I' < n.

A globalis dimenziéra vonatkozo becslést Ringel [2]| cikke magyarazza. O a projektiv
modulusok egy specidlis tulajdonsédgabol vezeti le Iyama eredményét, s az ilyen kvaziorok-

16d6 algebrakat erdsen kvazioroklgdének nevezi.

10. Definicid. Legyen A egy artin algebra, ebben jeldlje S az egqyszerd modulusok izomor-
fizmusosztilyainak halmazdt, tovdibba P(M) az M modulus projektiv feddjét!

A jobbrol erdsen kvdziorokléds (RSQH), ha minden S € S-re a kévetkezd sorozat
egzakt:

0— R(S)— P(S) = A(S) =0
és létezik eqyl : S — {1,2,...n} hozzdrendelés, mely az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:
1. R(S) olyan P(S") projektiv modulusok direkt dsszege, melyekre 1(S") > 1(S)
2. ha S" a radA(S) kompozicidfaktora, akkor 1(S") < 1(S)
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A balrdl erésen kvdziorokléds (LSQH), ha létezik egy olyan I : S — {1,2,...n} hozzd-
rendelés, mely szerint A°P jobbrol erdsen kvdzioroklddd.
A erdsen kvdzioroklods (SQH), ha létezik egy olyan kozdsl: S — {1,2,...n} hozzdren-

delés, mely szerint A és AP is jobbrol erdsen kvdzioroklédd.

11. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a 7. definicio szerint eqy jobbrol erdsen kvdziorok-
[6dd algebra egyben kvdziordklddd is ugyanarra az l hozzdrendelésre nézve. (Most ugyanis
az R(S) — P(S) leképezés injektivitasa miatt atomatikusan teljesil a kvaziorokléddség

definicidjdban szerepld 3., fitrdltsagi feltétel.)

Erdemes kimondani az RSQH tulajdonsag egy masik jellemzését is.

A 10. definicioban el6fordul6 egzakt sorozat garantélja, hogy egy RSQH algebraban
minden A(7) projektiv dimenzi6ja legfeljebb 1. Megforditva, ha egy olyan kvazioroklsds
algebrat vesziink, melyben minden A(7) projektiv dimenzidja legfeljebb 1, akkor a 7.
definicioban szerepld egzakt sorozatban a R(S) — P(S) leképezés injektivvé valik, vagyis

éppen egy RSQH algebrat kapunk. Tehat igaz az alabbi jellemzés:

12. Allitas. Egy A artin algebra pontosan akkor RSQH algebra az | hozzdrendeléssel, ha

A kvdzioroklddd az | hozzdrendeléssel, és minden A projektiv dimenzidja legfeljebb 1.

A jobbrol erésen kvazioroklgds algebrak globélis dimenzidjara a fels§ becslés jobb,

mint a tetszdleges kvazioroklgds algebra globalis dimenzidjara vonatkozo becslés:

13. Allitas. Legyen A jobbrol erdsen kvdzioroklods algebra, melynek orokletes idedlldnca:
0O=ILhchc..cl,=A

Ekkor gl dimA < n.

Az el6z6 esethez hasonloan, itt is lehet éles a becslés. Ehhez vegyiik az 1, 2, ... n
csucsokkal rendelkezd iranyitott kort (3. dbra), melynek «; éle i + 1-bél i-be mutat (és a,
1-b6l n-be). Legyen I a fenti grathoz tartozo grafalgebra faktora az cya; 1 = 0 (1 < i < n)
altal generalt idealnal! Ekkor:

3=

I'r = 2P ... Y

n—1



Az [(S(i)) = i sorrendben j > 2-re A(j) = P(j),
azaz R(j) = 0; mig j = 1-re A(1) = S(1), és kapjuk a

0— %1 — n}il —1—=0
egzakt sort. Mivel az adott sorrendre a kvaziorokls-
déség is nyilvanvaloan adodik, kapjuk, hogy I' jobbrol

ergsen kvazioroklsds. Ugyanakkor az is latszik, hogy pr

dim S(i) =i, igy gl dim I' = n.

Ugyanezen a példan azt is ellenérizhetjiik, hogy léte-

3. abra. I' grafja

zik olyan algebra, mely jobbrol erGsen kvazioroklsds egy
adott sorrendre, balrél azonban nem erésen kvéaziorokls-
d6 ugyanerre a sorrendre.

Ehhez I'P-ot kell vizsgaljuk. Az iranyitatlan graf-
struktira megmarad, viszont a nyilakat most az ellen-
kez6 iranyitassal latjuk el, a faktorizal6 relaciok is meg-
fordulnak, vagyis o;_ja; = 0-kat kapunk (1 < i < n).

M, =lo.omle™ o
Ha ugyancsak az [(S(i)) = i sorrendet tekintjiik, akkor
A(n) = P(n), és az 6sszes tobbi j-re A(7) = S(j). Azon-

ban ezekre a j-kre pr dim S(j) = n — j, igy nem létez-

het az erésen kvéaziorokloddséghez sziikséges egzakt sor. 4. dbra. ['P grafja

Vagyis I" balrél nem erésen kvazioroklsds az [ sorrendre.

Hasonl6 ellenpédat ad a Nakayama-algebrak masik tipusa is:

14. Példa. Legyen A eqy olyan Nakayama algebra, melynek grdfja egy n hosszi ldnc,
(melyben a nyilak a nagyobb szamoktol a kisebbek felé mutatnak) és van benne legaldbb
egy reldcid. Ekkor A jobbrol erdsen kvdzioroklédd az 1(S(i)) = i sorrendre nézve, hiszen
A(7) = P(i). Balrdl azonban nem lesz erdsen kvizioroklddd erre a sorrendre, hiszen ekkor

a A(i) = S(i), €s a reldcio létezése miatt lesz olyan j, melyre pr dim S(i) > 1.

A kovetkezd példaban azt mutatjuk be, hogy létezik olyan algebra, mely egy adott
rendezésre jobbrol erésen kvazioroklgds, balrol azonban nem erdsen kvaziorokléds sem-
milyen rendezésre sem, vagyis jogos a fenti definicié, hogy megkiilonboztetiink jobb- és

baloldali er6sen kvazioroklodéséget.



Legyen D a 5. abran lathato graf faktora a 0y = da =
Ba = [v6 = 0 relaciok altal generalt ideal szerint! 2 5 )\1/< 3 3

5. abra. D grafja
Az [(S(i)) = i rendezéssel nyilvanvaléoan egy kvazioroklsds

algebra, A(2) = P(2); A(3) = P(3) valamint R(1) = P(2) ®

P(3) projektiv, igy erre a sorrendre D jobbrol erésen kvazioroklsds.

Tekintsiik most a D oppozit algebrat, melyet ugy irha-

tunk le, hogy az eredeti grafon a nyilak, valamint a relaciok ik a
sorrendje megvaltozik: v6 = ad = aff = iy8 = 0. S \1J I5; 2
1 2
Dper = i @ % ® 1 6. abra. D grafja

Lathato, hogy D csakis az [(S(7)) = ¢ rendezéssel lesz kva-
zi6roklsds algebra, (mely sziikséges feltétele a jobbrol erésen
kvazioroklsdsségnek). Igy ha erre a sorrendre nem jobbrol erdsen kvaziorokléds, akkor
D°P semmilyen sorrendben sem lehet jobbrol erésen kvazioroklsds, vagyis D semmilyen
sorrendben sem lesz balrdl erésen kvazioroklsds. Mivel A(1) = S(1), melynek projektiv
dimenzidja 2 > 1:
2 1
0—>{>—>%@§—>§ 2 > 10

kapjuk, hogy a fenti algebra valéban olyan, hogy az [(S(i)) = i sorrenddel jobbrol erésen

kvazioroklgds, de balrol semelyik sorrenddel sem erésen kvéazioroklsdas.

Az er8sen kvazioroklsds (SQH) algebrakra még erdsebb dimenzidkorlat teljesiil:

15. Allitas. Ha A erdsen kvdzioroklodd (azaz mindkét oldalrdl erdsen kvdzidriklodd ugyan-
arra a rogzitett sorrendre), akkor gl dim A < 2.
A megforditis azonban csak részben igaz: ha gl dim A < 2, akkor A balrol erdsen kvdzi-

orokldodad, jobbrol erdsen kvdzioroklddd, de nem feltétlendil erdsen kvdzioroklddd.

Az alabbiakban mutatunk egy példat a 15. allitas masodik felére, vagyis egy olyan < 2

globélis dimenzioju algebrara, mely nem erdsen kvazioroklgdé.



Tekintsiik ehhez azt a GG algebrat, amit a 7. Abran latha-
to grafbol kapunk, ha a kovetkezé relaciokkal faktorizalunk:
af =6 = e — dp = 0. Ekkor:

Ge=201 502000

2 1
0—>g—>465—>§—>1—>0

0%6%g@gé4§—m—w 7. abra. G grafja
O—>g—>4z5—>§—>3—>0

Igy pr dim S(1) = pr dim S(2) = pr dim S(3) = 2, mig

a tobbi esetben: pr dim S(4) = pr dim S(5) = 1; pr dim

S(6) = 0, vagyis G¢ valoban olyan, hogy gl dim Gg = 2.

Masrészrol az is latszik, hogy G jobbrol erdsen kvazioroklsds az 1(S(6)) = 6; 1(S(3)) = 5;
[(S(1)) =4;1(S(2)) =3; 1(S(5)) = 2; 1(S(4)) = 1 sorrendre nézve:

4 1 3
GG_G@G@ b@%@i@ﬁ

Ugyanis [ egy olyan kvazioroklgds sorrendet hataroz meg, melyben a A-k projektiv di-
menzi6ja 0 (A(6), A(3) és A(1) esetében) vagy 1 (A(2), A(5) és A(4) esetében).

Ha pedig G°P-ot nézziik a 8. abran (forditott nyilak és
relaciok), akkor jeloljiik -vel a G°P-hoz tartozo egyszerteket

és deltékat, hogy megkiilonboztessiik a G-beliektsl. Igy:

o 4 5 6
Gc”opzl@ﬂg@seBg@%@zlzs

0—>1—>123—>§—>4%0

0—>3—>123—>§—>5—>0

8. dbra. G? grafja

4 5 6
0— 2, 52®d2—>4 5 36—0
L3 371 2

Tehat pr dim S'(1) = pr dim S'(3) = 0; pr dim S'(2) =1

és prodim S'(4) = pr dim S'(5) = pr dim S'(6) = 2, igy gl

dim GP = 2, ami persze megegyezik gl dim G-vel.

Tovabba, G jobbrol erésen kvaziorokléds az I'(S(i)) = i sorrendre nézve (melyben pr
dim A'(2) =1, az 6sszes tobbire pedig 0):



4 5 6
Geop = 1 @ S ®2B201 5

Be kell még latni, hogy nincs olyan [y rendezés, melyre G és G egyszerre jobbrol
erGsen kvazioroklgds. Tegyiik fel indirekt, hogy van ilyen [y. Ekkor vehetjiik azon i-t
melyre barmely j-re ly(z) < lo(j) (vagyis lo(7) a lehetd legkisebb). Ekkor Ay (i) = Ay(i) =
S(i) = S'(i). Lattuk azonban, hogy minden i-re pr dim S(i) = 2, vagy pr dim S'(i) = 2,
és ez ellentmondana az SQH tulajdonsagnak (ott ugyanis a A-k projektiv dimenzidja
legfeljebb 1).
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