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Attekintés

A kvaziorokléds algebra fogalmat az 1980-as évek végén vezette be E.
Cline, B. Parshall és L. Scott. Kvaziéroklédének neveziink egy olyan A
algebrat, amelyben rekurzivan konstrualhatunk egy olyan A-ba felérs
ideallancot, melynek elemei adott tulajdonsaggal rendelkezé idempotens

idealok. Az ideallanc hosszabdl egy fels6 korlatot kapunk az algebra
globalis dimenzidjara is .



Attekintés

A kvaziorokléds algebra fogalmat az 1980-as évek végén vezette be E.
Cline, B. Parshall és L. Scott. Kvaziéroklédének neveziink egy olyan A
algebrat, amelyben rekurzivan konstrualhatunk egy olyan A-ba felérs
ideallancot, melynek elemei adott tulajdonsaggal rendelkezé idempotens
idealok. Az ideallanc hosszabdl egy fels6 korlatot kapunk az algebra
globalis dimenzidjara is .

A kvazioroklsds algebrak fontossagat mutatja lyama ereménye is [3].
lyama megmutatta, hogy ha vesziink egy A artin algebrat, és egy X
végesen generalt A-modulust, akkor ehhez talalhatunk egy olyan Y
A-modulust, hogy ekkor I' = End(X @ Y') kvaziorokléds lesz. Ringel [2]
megmutatta, hogy lyama konstrukcidjara teljesiil egy specialis tulajdonsag:
bevezette az er6sen kvazioroklédé algebrak fogalmat. E tétel olyan
szempontbdl is érdekes, hogy ebben az esetben I' globalis dimenziéjara jobb
felsé becslést kapunk, mint amit I kvazioroklédéségébél kapunk.

A félév soran erésen kvazioroklsds algebrakkal foglalkoztam. A most
kovetkezé eredmények nagyrészt Ringel 2010-es cikkébél, és az azt
megel6z6 irodalombdl szarmaznak.



Bevezet6 fogamak

Az altalanossag kedvéért a definiciokban A artin algebrat fog jeldlni, a
gyakorlatban azonban a legtébbszor helyettesithetjiik ezt test feletti véges
dimenziés algebraval. Mivel A artin, A/J féligegyszerd, igy a A/ J feletti
egyszerili modulusok szama véges. Ugyanakkor a A/J feletti egyszerii

modulusok pontosan azok, amelyek A felett is egyszeriiek, igy ezek szdma
is véges.



Bevezet6 fogamak

Az altalanossag kedvéért a definicidkban A artin algebrat fog jel6lni, a
gyakorlatban azonban a legtébbszor helyettesithetjiik ezt test feletti véges
dimenziés algebraval. Mivel A artin, A/J féligegyszerd, igy a A/ J feletti
egyszerili modulusok szama véges. Ugyanakkor a A/J feletti egyszerii

modulusok pontosan azok, amelyek A felett is egyszeriiek, igy ezek szdma
is véges.

S-sel jeloljiik az egyszerd jobb oldali N-modulusok izomorfizmusosztalyainak
halmazat. Egy S € S egyszerii modulus projektiv feddje legyen P(S).




Kvaziorokleds algebrak

Definicié

Legyen J a N\ egységelemes artin algebra Jacobson radikalja. A-nak egy |
idealja orokletes, ha:
@ /2 =1, I idempotens (megmutathato: egy idempotens elem generalja)
@ /JI =0 (ezt Schur tulajdonsiagnak fogjuk nevezni)
© Ip projektiv, mint jobb A-modulus




Kvaziorokleds algebrak

Definicié
Legyen J a N\ egységelemes artin algebra Jacobson radikalja. A-nak egy |
idealja orokletes, ha:
@ /2 =1, I idempotens (megmutathato: egy idempotens elem generalja)
@ /JI =0 (ezt Schur tulajdonsiagnak fogjuk nevezni)
© Ip projektiv, mint jobb A-modulus

Definicié

| A

Egy N artin algebrat kvazidréklédének neveziink, ha létezik egy olyan
O=hchc..cl,=A

Orokletes ideallanca, melyre It /li—1 a N/I._1 6r6kletes ideélja, minden
1<t < n-re

.



A-filtralas

A fentivel ekvivalens definict kapunk, ha bevezetjiik a A-filtralas fogalmat:



A-filtralas

A fentivel ekvivalens definicét kapunk, ha bevezetjilk a A-filtralas fogalmat:

Definicié

Legyen adott egy | : S — {1,2,...,n} (nem feltétlentil bijektiv)
hozzéarendelés. (Abban az esetben, amikor | bijektiv, ez megad egy
rendezést az egyszeriiek halmazan.) Ekkor A(S) a P(S) legnagyobb olyan
faktora, melynek az 6sszes S’ kompozicicfaktorara 1(S") < I(S) teljesiil.
(Vegyiik észre, hogy A(S) definicidja egyértelmd.) Ekkor A(S)-t az S-hez
tartozé standard modulusnak nevezziik. A = {A(S) | S € S} ezek
halmaza. F(A)-nak nevezziik Mod-N\ azon részkategdriajat, amelyben
minden modulus A-filtralt, azaz M € F(A) pontosan akkor, ha:

0=MyCMC..CM=M

agy, hogy minden i-re M;/M;_y izomorf A egyik elemével.
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rendezést az egyszeriiek halmazan.) Ekkor A(S) a P(S) legnagyobb olyan
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A kvazioroklsdéség ekvivalens definiciéja

Definicié
Egy N artin algebra kvaziérékléds az | : S — {1,2,...n} hozzarendelésre
nézve, ha minden S € S-re

e ha S' arad A(S) kompoziciéfaktora, akkor I(S") < I(S)

o P(S) A-filtralt




A kvazioroklsdéség ekvivalens definiciéja

A 2010-es cikkében Ringel egy ezzel ekvivalens definiciét fogalmazott meg:

Egy N artin algebra kvaziérokléds az | : S — {1,2,...n} hozzarendelésre
nézve, ha minden S € S-re létezik egy egzakt sorozat:

R(S) — P(S) = D(S) — 0

melyre az alabbiak teljestilnek:

@ R(S) olyan P(S") projektiv modulusok direktésszege, melyekre
I(S") > I(S)

@ ha S a rad D(S) kompoziciéfaktora, akkor I(S") < I(S)
© minden S € S-re P(S) A-filtrélt az | hozzarendelés szerint.




A kvazioroklsdéség ekvivalens definiciéja

A 2010-es cikkében Ringel egy ezzel ekvivalens definiciét fogalmazott meg:

Definicié

Egy N artin algebra kvaziérokléds az | : S — {1,2,...n} hozzarendelésre
nézve, ha minden S € S-re létezik egy egzakt sorozat:

R(S) — P(S) — D(S) =0

melyre az alabbiak teljestilnek:
@ R(S) olyan P(S") projektiv modulusok direktésszege, melyekre
I(S") > I(S)
@ ha S a rad D(S) kompoziciéfaktora, akkor I(S") < I(S)
© minden S € S-re P(S) A-filtrélt az | hozzarendelés szerint.

A két definici6 megegyezik: egyrészt, D(S) := A(S) valasztassal a A(S)
definicié szerint teljesiti az itteni 1. és 2. feltételt. Masrészt, mivel
D(S)-nek teljesitenie kell az 1. és 2. feltételt, igy csakis A(S) lehet.



A fent megadott | hozzarendelés hatarozza meg a kvaziérokl6ds sorrendet.
Ti={ie{1,2,...n}| I(5(i)) értéke maximalis }

Legyen | a {P(i) : i € Ty} altal generalt kétoldali ideal. Ekkor a megadott
feltételek garantaljak, hogy | orokletes ideal legyen A-ban. Ezutan, legyen

To={ie{l,2,...n} — T1] I(5(i)) értéke maximalis }

Ekkor a Ty-beli projektivek altal generalt kétoldali ideal drokletes lesz

A/l-ben. Ezt az eljarast folytatva megkapjuk A &rokletes ideallancat az /
hozzarendelésre nézve.



A-k szamolasa | fliggvényében

A az abran lathaté grafhoz tartozé grafalgebra,
amikor az v = 0; de = 0 relaciokkal faktorizalunk.
Ha /(a) =1, ..., I(e) = 5, akkor:

b e
Ap= a@a cd @90 ,°,
d d
e

A(e) = abc; A(d) =d, A(C) =G
d

A(b) = 7; A(a) = a, nem kvaziérokléds sorrend, (az
otodik idempotens altal generalt ideal nem projektiv).




A-k szamolasa | fliggvényében

A az abran lathaté grafhoz tartozé grafalgebra,
amikor az v = 0; de = 0 relaciokkal faktorizalunk.
Ha /(a) =1, ..., I(e) = 5, akkor:

b e
Ap= a@a cdgddd,’

C
d d
e

A(e) = abc; A(d) =d, A(C) =G
d

A(b) = 7; A(a) = a, nem kvaziérokléds sorrend, (az
otodik idempotens altal generalt ideal nem projektiv).
I'(a)=1; I'(b) =4, I'(c) =5; I'(d) =3; I'(e) = 2:

C
c D
d d >

A(c) = 5: A(b) = 2 A(d) = 5 Ale) = &
(a) = a, melyek kvaziorokléds sorrendet adnak.

>



Becslés a globalis dimenzidra

Egy N\ kvaziorokléds algebrara, melynek rokletes ideallanca:

O=hchc..clhb=A

teljesiil, hogy gl dim\ < 2n — 2.




Becslés a globalis dimenzidra

Egy N\ kvaziorokléds algebrara, melynek rokletes ideallanca:

O=hchc..clhb=A

teljesiil, hogy gl dim\ < 2n — 2.

Eles becslés: az abran szereplé B grafalgebra, ha az
ay=7ve=068=¢6 =76 — fa=¢ep— 6y = ¢pec =0
altal generalt ideallal faktorizalunk. Ekkor
I(5(i)) = i az egyetlen kvaziorokl6ds sorrend:
BB:%@123@234@§'
1 2 3

pr dim 5(4) = 6:

054 522 517308 5324 &
3 3 2 3 71 3

2 3
1 363 -2 4—-5%-54-0
2 3



lyama tétele

(lyama) Legyen N egy artin algebra, X egy végesen generalt A\-modulus.
Ekkor létezik egy Y N-modulus, hogy I = End(X @ Y') kvaziérokléds, n
hosszii érékletes lanccal. Erre a T-ra az is teljesiil, hogy gl dim I < n.




lyama tétele

(lyama) Legyen N egy artin algebra, X egy végesen generalt A\-modulus.
Ekkor létezik egy Y N-modulus, hogy I = End(X @ Y') kvaziérokléds, n
hosszii érékletes lanccal. Erre a T-ra az is teljesiil, hogy gl dim I < n.

A globalis dimenziéra vonatkozé becslést Ringel [2] cikke magyarazza. O a
standard modulusok egy specialis tulajdonsagabdl vezeti le lyama
eredményét, s az ilyen kvazioroklsds algebrakat erésen kvazioroklédének

nevezi.



Erésen kvazioroklédé algebrak

Definicié

Legyen N egy artin algebra, ebben jelblje S az egyszerii modulusok
izomorfizmusosztalyainak halmazat, tovabba P(M) az M modulus projektiv
fedgjét! N jobbrdl erésen kvaziérékléds (RSQH), haV S € S-re a

0— R(S)— P(S) — A(S)—0

sorozat egzakt, és létezik egy | : S — {1,2,...n} hozzérendelés, melyre:
@ R(S) olyan P(S") projektiv modulusok direkt &sszege, melyekre
I(S") > I(S)
@ ha S’ a radA(S) kompoziciéfaktora, akkor I1(S") < I(S)

N balrél erésen kvaziérékléds (LSQH), ha 3 olyan I' : S — {1,2,...n}
hozzérendelés, mely szerint N°P jobbrdl er6sen kvazidrokl6de.

N er6sen kvaziérokléds (SQH), ha 3 olyan kézés | : S — {1,2,...n}
hozzéarendelés, mely szerint \ és \°P is jobbrdl er6sen kvaziérokl6de.




Erésen kvaziorokléds algebrak

Egy N artin algebra kvaziérokléds az | : S — {1,2,...n} hozzarendelésre
nézve, ha minden S € S-re létezik egy egzakt sorozat:

R(S) — P(S) —» D(S) —» 0
melyre az alabbiak teljesiilnek:

QO R(S) olyan P(S") projektiv modulusok direktésszege, melyekre
1(8") > I(S)

@ ha S’ arad D(S) kompozicicfaktora, akkor I(S") < I(S)
© minden S € S-re P(S) A-filtrélt az | hozzarendelés szerint.
(Figyeljiink, hogy R(S) — P(S)-nél nincs megkovetelve az injektivitas!)

v



Az RSQH ekvivalens definicidja

Egy N artin algebra pontosan akkor RSQH algebra az | hozzarendeléssel, ha
N kvazioréklédé az | hozzarendeléssel, és minden A projektiv dimenziéja
legfeljebb 1.




Az RSQH ekvivalens definicidja

Allitas

Egy N artin algebra pontosan akkor RSQH algebra az | hozzarendeléssel, ha
N kvazioréklédé az | hozzarendeléssel, és minden A projektiv dimenziéja
legfeljebb 1.

| \

Megjegyzés

Vegyiik észre, hogy a definiciobdl kévetkezik, hogy egy RSQH algebra
egyben kvaziérokléds is ugyanarra az | hozzarendelésre nézve. (Most
ugyanis az R(S) — P(S) leképezés injektivitdsa miatt atomatikusan teljesiil
a kvazioroklédéség Ringel-féle definicicjaban szereplé 3., fitraltsagi feltétel.)




Becslés RSQH algebra globalis dimenzidjara

Legyen N egy 0 =1Iy C h C ... C I, = N\ drokletes ideallanccal rendelkezé
RSQH algebra. Ekkor gl dimN\ < n.




Becslés RSQH algebra globalis dimenzidjara

Legyen N egy 0 =1Iy C h C ... C I, = N\ drokletes ideallanccal rendelkezé
RSQH algebra. Ekkor gl dim\ < n.

Eles becslés: 1, 2, ... n csticsokkal rendelkezé iranyitott kor, melynek «; éle
i + 1-bél i-be mutat (és a, 1-b6l n-be). I az abran levs grafhoz tartozéd
grafalgebra faktora az ajaj 1 =0

(1 <i < n) altal generalt idealnal!

1
F|— = nﬁl ) %@ @nﬁl




Becslés RSQH algebra globalis dimenzidjara

Legyen N egy 0 =1Iy C h C ... C I, = N\ drokletes ideallanccal rendelkezé
RSQH algebra. Ekkor gl dim\ < n.

Eles becslés: 1, 2, ... n csticsokkal rendelkezé iranyitott kor, melynek «; éle
i + 1-bél i-be mutat (és a, 1-b6l n-be). I az abran levs grafhoz tartozéd
grafalgebra faktora az ajaj 1 =0
(1 <i < n) altal generalt idealnal!

= nél B2 ... B,
I(S(i)) = i esetén j > 2-re A(j) = P(j)
= R(j) =0; j =1-re A(1) = S(1);

n

1
0— ,21 — n1—>1—>0

egzakt sor. | egy kvazioroklsds
sorrend, igy ' RSQH. Ugyanakkor
pr dim S(i) =i, igy gl dim T = n.



Jobb- baloldali szimmetria hianya I.

Az el6z6 példa olyan algebra, mely

az adott sorrendre RSQH, de nem LSQH.
[°P-ban az iranyitatlan grafstruktira
marad, a nyilakat ellenkezéleg iranyitjuk,
a faktorizal6 relaciok megfordulnak.

=1o. 020" of
I(5(i)) = i esetben
A(n) = P(n), j < n-re A(j) = S()).
De j < n-re pr dim S(j) = n— j, igy nem
létezik az LSQH-hoz sziikséges egzakt sor.




Jobb- baloldali szimmetria hianya I.

Az el6z6 példa olyan algebra, mely

az adott sorrendre RSQH, de nem LSQH.
[°P-ban az iranyitatlan grafstruktira
marad, a nyilakat ellenkezéleg iranyitjuk,
a faktorizal6 relaciok megfordulnak.

=1o. 020" of
I(5(i)) = i esetben
A(n) = P(n), j < n-re A(j) = S()).
De j < n-re pr dim S(j) = n— j, igy nem
létezik az LSQH-hoz sziikséges egzakt sor.

N egy olyan Nakayama algebra, melynek grafja n hosszi lanc, (i — i —1
nyilakkal) és van benne legalabb egy relacic. Ekkor N RSQH az I(S(i)) =i
sorrendre, hiszen A(i) = P(i). Azonban nem LSQH erre a sorrendre,
hiszen A(i) = S(i), és a relacié miatt lesz olyan j, melyre pr dim S(i) > 1.




Jobb- baloldali szimmetria hianya II.

Van olyan algebra, mely egy adott sorrendre
RSQH, de semelyikre sem LSQH. o Y,
D az abran lathat6 graf faktora, ahol az idealt 0 5 G 3 e
generalé relaciok: v = da = fa = Bv0 = 0.
1

3 . X e
Dp = % % o % o % Figure 1: D grafja

2
Az I(S(i)) = i-re A(2) = P(2); A(3) = P(3); R(1) = P(2) @ P(3)
projektiv, igy erre a sorrendre D RSQH (hisz / kvaziérokléds sorrend).



Jobb- baloldali szimmetria hianya II.

Van olyan algebra, mely egy adott sorrendre

RSQH, de semelyikre sem LSQH. o Y,
D az abran lathat6 graf faktora, ahol az idealt e 5 0 3 e
generalé relaciok: v = da = fa = Bv0 = 0.
1

_ 2352, 3
DD =1 % ) 1 D %
Az I(S(i)) = i-re A(2) = P(2); A(3) = P(3); R(1) = P(2) @ P(3)
projektiv, igy erre a sorrendre D RSQH (hisz / kvaziérokléds sorrend).

2
1
op _ 1 3
DDop_%%@?GBl

Y n
DOP_nak Csak /(S(I)) = kvé2|orok|6d6 e 5 0 B e

sorrendje. Ha D°P erre nem LSQH, akkor
D semmilyen sorrendben sem RSQH. Azonban Figure 2: D° grafja
A(1) = S(1) projektiv dimenzija 2 > 1:
2
0—>§—>§@'{’—>312—>1—>0
3 11

Figure 1: D grafja



SQH algebrak globalis dimenziéja

Ha N SQH algebra, akkor gl dim N < 2. A megforditas csak részben igaz:
ha gl dim N\ < 2, akkor N RSQH, LSQH, de nem feltétleniil SQH.




SQH algebrak globalis dimenziéja

Ha N SQH algebra, akkor gl dim N < 2. A megforditas csak részben igaz:
ha gl dim N\ < 2, akkor N RSQH, LSQH, de nem feltétleniil SQH.

Példa: g/ dim G <2, de G nem SQH.




SQH algebrak globalis dimenziéja

Ha A SQH algebra, akkor gl dim N < 2. A megforditas csak részben igaz:
ha gl dim N < 2, akkor N RSQH, LSQH, de nem feltétleniil SQH.

Példa: g/ dim G <2, de G nem SQH.
G az abran levs graf faktora, ha az
idealt generalé relaciok: a8 = v§ = Be — dp = 0.

_ 1 2 3 4 5
GG—%@465@£@6@6@6

2 1
0—>g—>465—>%—>1—>0

2
o—>6—>g@g%465 —2=0

5 2 3
0—>6—>465—>12l—>3_>0

pr dim S(1) = pr dim 5(2) = pr dim S(3) = 2; pr dim 5(6) = 0;
pr dim S(4) = pr dim S(5) = 1, vagyis gl dim Gg = 2.



SQH algebrak globalis dimenziéja

Ha N SQH algebra, akkor gl dim N < 2. A megforditas csak részben igaz:
ha gl dim N\ < 2, akkor N RSQH, LSQH, de nem feltétleniil SQH.

Példa: g/ dim G <2, de G nem SQH.

G RSQH az /(5(6)) = 6; /(5(3)) = 5;

I(5(1)) = 4 1(5(2)) = 3; I(5(5)) = 2;

1(5(4)) = 1 sorrendre: | kvazioroklsds

sorrend, A(6), A(3) és A(1) projektiv dimenzidja
0, mig A(2), A(5) és A(4) esetében ez 1:

2 1 3
=42 2026
GG 6@6@465@5@4@



folytatas

"-vel kiilénboztetjiik meg a G°P-hoz
tartozoé egyszeriieket és deltdkat a G-beliektdl.

4 5 6
G =1®.,2,03d2D2PH 4 5
G 13 371 2

O—>1—>123—>§—>4—>0

0—>3—>123—>51)—>5—>0
0—>123—>§@§—>425 —6—0
pr dim S'(1) = pr dim S’(3) = 0; pr dim S'(2) =1 és pr dim S'(4) = pr

dim S'(5) = pr dim §'(6) = 2, igy gl dim G = 2.
G°P RSQH az I'(5(i)) = i sorrendre (pr dim A’(2) = 1, a tobbire meg 0):

4 5 6
Goop =10 1793020284 5
Ha lenne fy rendezés, melyre G és G°P egyszerre RSQH, akkor azon J-re

melyre lo(7) a lehetd legkisebb: Ag(i) = Ag(i) = S(i) = S'(i). Azonban ¥
i-re pr dim S(i) = 2, vagy pr dim S'(i) = 2, és ez ellentmondas.
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