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1. Bevezetés

A minimélis linearis kodok napjainkban aktiv kutatis targyat képezik. Kiilonb6z6 kriptografiai
alkalmazésaik miatt gyakorlati szempontbdl is fontosak. Fzen kiviil érdekes a véges geometridhoz
fiz6d§ kapcesolatuk is, mert olyan véges projektiv térbeli ponthalmazoknak feleltethet6k meg, amiket
el6tte méar ettsl fiiggetleniil is vizsgaltak.

A félév soran ehhez a témahoz kapcsolodo szakirodalmat dolgoztuk fel, valamint kapcsolodo kér-
déseken gondolkoztunk. Ezek koziil néhanyra negativ valaszt taldltunk (vagyis nem lehetséges az
altalunk elképzelt konstrukciot megvalositani), méasokat pedig a kutatomunka folytatasaként szeret-
nénk tovabb vizsgalni.

2. MinimAlis kédok

Egy C C GF(q)" halmazt linedris [n,k,d],-kddnak neveziink, ha C a GF(q)" vektortér egy k-
dimenzids linearis altere, és barmely két C-beli vektor (kddszd) legalabb d koordinataban kiilonbozik
egymastol. A d paramétert a C minimdlis tdvolsdgdnak nevezziik. Ez a kod hibajavito képességével
van Osszefliggésben: minél tébb koordinatdban térnek el egyméastol a kodszavak, annél tobb bitnek
kell megsériilnie a kiildés soran ahhoz, hogy a fogad6 ne tudja egyértelmiien kitalalni az eredeti
kodszot.

Egy [n,k,d]q-kodot tébbféleképpen meg tudunk adni. Az egyik lehetSség a generdtormdtrizszal
torténd megadas. Ez egy k x n-es méatrix, melynek sorait az altér egy bazisanak az elemei alkotjak.
A masik lehetSség, hogy megadunk egy olyan (n — k) X m-es A maétrixot, amire teljestil, hogy
ceC <« c- AT = 0. Ez az A matrix tulajdonképpen C dudlis kédjanak a generatormatrixa, vagyis
annak a C* [n,n—k, d']-kodnak, ami C ortogonalis kiegészits altere GF(q)"-ben. Ebben az esetben
A-t a C kod paritdsellendrzé mdtrizdnak hivjuk.

2.1. Definicid. A c € C kddszo tartdja a nem nulla koordindtapozicidinak halmaza:
Supp(c) = {i € [n]: ¢; # 0}.

A |Supp(c)| értéket a ¢ kodszo silydnak is szokis nevezni. Ismert, hogy egy linearis kodban a
legkisebb stlyt nemnulla kédszé silya megegyezik a kod minimalis tavolsdgaval.

2.2. Definicié. A c € C kddszé minimélis, ha minden d € C kddszdra teljesil, hogy
Supp(c) C Supp(d) = 3IN € GF(q): d = Ac.

A C kod minimalis, ha minden nemnulla kédszé minimdlis benne.



2.3. Definicié. A C kéd nemdegeneralt, ha nincs olyan i koordindtapozicid, hogy minden ¢ € C-re
C; = 0.

2.4. Definicié. Két linedris kod ekvivalens, ha az eqyikbdl a mdsik megkaphato a kévetkezd két lépés
véges sok alkalmazdsdval:

o Két koordindtdt megcserélink az 6sszes kodszoban.

o Valamelyik koordindtdt megszorozzuk ugyanazzal a GF(q)-beli nemnulla elemmel az dsszes kdd-
szoban.

3. Kriptografiai alkalmazasok

A minimalis kodszavakat elgszor Massey definialta [Mas93| cikkében egy titokmegosztasi séma kap-
csan. Ez pedig a kovetkezs: Tegyiik fel, hogy a titok egy s € GF(q) elem, amit n jatékos kozott
szeretnénk valahogy szétosztani. Ez azt jelenti, hogy minden jatékosnak adunk egy kis darab in-
formaciot, gy, hogy a jatékosok bizonyos részhalmazai az informacidikat Gsszerakva meg tudjak
hatarozni s-et (ekkor 8k kvalifikdlt részhalmazt alkotnak), més részhalmazok viszont ne. Vilagos,
hogy a kvalifikalt részhalmazok felszall6 halmazrendszert alkotnak, ezért egy sémaban az az érdekes,
hogy mik a minimalis kvalifikalt részhalmazok.

Legyen C egy linearis [n + 1,k,d];-kod, és legyen G a generatormatrixa. Legyenek G oszlopai
Go,G1,...,Gy. Tegyiik fel, hogy nincs koztiik csupa nullabol allo oszlop, vagyis C nemdegene-
ralt. Valasszunk egy véletlen u vektort GF(q)*-bol, amelyre u - Gy = s, majd szamoljuk ki az
uG = (8,v1,v2,...vy,) vektort. Ezutan adjuk az i-edik jatékosnak a v; € GF(q) elemet. Belatha-
t6, hogy a jatékosok egy {i1,i2,...,4m} részhalmaza pontosan akkor tudja megfejteni s-et, ha Gy
elsall a Gy, G, ..., Gy, oszlopok linearis kombinaciojaként. Ebbdl kovetkezik, hogy a jatékosok
minimalis kvalifikilt részhalmazai megfeleltetheték a C+ dualis kod azon minimaélis kodszavainak,
amelyekben az elsé koordinata helyén 1 all.

Altalaban nehéz meghatarozni egy linearis kod minimalis kédszavait. Ezért megkonnyiti a helyzetet,
ha olyan kédot hasznélunk, amiben minden kédszé eleve minimalis.

[CCP14]-ben talalunk egy méasik alkalmazast: Ebben a szerzék minimélis kodokat felhasznalva adtak
egy olyan protokollt, aminek a segitségével egy kétszemélyes kommunikécids jatékban a jatékosok
tgy tudjak kiszamolni a célfiiggvényt, hogy kézben semmit nem tudnak meg a masik inputjarol. (A
kétszemélyes kommunikécios jatékban adott egy f fliggvény, és két jatékos. Aliznal az x, Bobnéal az
y input van, és a céljuk kozosen kiszamolni f(z,y)-t. Elsfordulhat, hogy szeretnék titokban tartani
a sajat inputjukat. Erre egy példa, amikor Aliz és Bob két millidrdos, akik azt akarjak eldonteni,
melyikiik gazdagabb, de nem akarjék elarulni, mennyi pénziik van.)

4. Minimalis kédok tulajdonsagai

Vegyiik észre, hogy ha C minimaélis, akkor a {Supp(c): 0 # c € C} C 21"l halmazrendszer tartalma-
zdsmentes, vagyis Sperner tétele szerint legfeljebb (MV/L2 J) halmazbol allhat. Igy régton kapunk is
egy fels6 becslést a kod méretére:

|C|=qk§1+(q—1)<Ln72J>,

amibgl n-re kapunk egy (k—1) log,(q) nagysagrendii alsé korlatot. Ennél erésebb eredmény is ismert
az irodalomban:



4.1. Tétel (JAlf+20]). Legyen C egy minimalis [n, k,d]q-kod. Ekkor n > (k—1)(¢+1).

Arra a kérdésre, hogy ez a korlat mennyire éles, még visszatériink.
A minimaélis kddok minimalis tavolsagarol pedig az aldbbi mondhato:

4.2. Tétel ([Alf+20]). Egy C linedris [n, k,d)q-kédban minden minimdlis kédszo silya legaldbb (k —
1)(¢ — 1) + 1. Specidlisan ha C minimdlis, akkor d > (k—1)(¢ —1) + 1.

A kovetkezd tételre Ashikhmin-Barg feltételként szoktak hivatkozni.
4.3. Tétel (JAB98|). Legyen C egy linedris [n, k,d],-kod. Jelolje Wpmaz €S Wmin @ mazimdlis, illetve
a minimdlis silyd nemnulla kdédszavak silydt C-ben. Ha

Wmaz < q

Wmin q— 1

akkor C minimdlis.

To6bb konstrukcié mutatja, hogy ez a feltétel csupan elégséges, de nem sziikséges.

Egy egyszert sziikséges feltételt a kovetkezSképpen kaphatunk. Mivel C egy linearis altér, barmely
két kodszo Osszege is kodszo. Ezért a két kodszo tartdja nem lehet diszjunkt, kiilonben az Osszeg
tartéja tartalmazna mindkett6ét.

4.4. Definicid. Egy C linedris kod metsz8, ha barmely ¢, d € C nemnulla kdédszavak esetén Supp(c)N
Supp(d) # 0.

Tehét a minimalis kodok egyuttal metszé kodok is. Ha g = 2, akkor ennek a megforditasa is igaz:
Binaris esetben a kodszavak tartéi meghatarozzak a kodszavakat. Ha lenne ¢ # 0 és d # 0, amire
Supp(c) C Supp(d), akkor Supp(c + d) = Supp(d)\Supp(c) nem metszené Supp(c)-t. Azonban ha
q > 2, akkor altaldban nem igaz a megforditas, ezt mutatja az alabbi allitas.

4.5. Allitas ([CMP13]). Legyen k > 2. Egy C minimdlis [n, k, d],-kod barmely két ¢ és d elemére
|Supp(c) N Supp(d)| > ¢ — 1.

Azonban még ez sem elég a minimalitashoz, ahogy azt az 5.4. Példa fogja mutatni.

5. Geometriai jellemzés

Tegyiik fel, hogy a C linearis [n,k,d],-kod nemdegenerdlt, és tekintsiik C generatormatrixat, ami
egy k x n-es matrix. Ha egy oszlopot valamilyen GF'(q)-beli skalarral szorzunk, akkor az eredetivel
ekvivalens kédot hataroz meg a matrix, tehat az oszlopok csak skalarszoros erejéig szamitanak.
Ebbdl a megfigyelésbdl kiindulva tekinthetiink a méatrix oszlopaira gy, mint n darab PG(k — 1, q)-
beli pont homogén koordinatavektorara. Ezek halmaza legyen P = {Py, Pa, ..., P,}. (Mivel nincs
csupa 0 oszlop, ezek a pontok valoban PG(k — 1, g)-ban vannak.)

Minden nemnulla kédszé6 ¢ = uG alakban all el6 valamilyen 0 # u € GF(q)* vektor mellett.
Ezekre az u vektorokra egy-egy hipersik koordindtavektoraként gondolhatunk. Az u-nak megfelels
hipersik pontosan akkor tartalmazza a G i-edik oszlopanak megfelel6 pontot, ha ¢ = uG-ben az
i-edik koordinata 0. Ezek szerint azt a feltételt, hogy nincs olyan ¢ és d nemnulla kodszd, amelyek
nem egymas skalarszorosai és Supp(c) C Supp(d) (vagy ezzel ekvivalensen Supp(d) C Supp(c)),
atfogalmazhatjuk tugy, hogy nincs két olyan U és V hipersik, hogy PNU C P NV. Ez pedig
konnyen lathatoan pontosan akkor teljesiil, ha minden U hipersikra (PNU) = U. Ilyen tulajdonsagu
ponthalmazokat mint specialis t6bbszordsen lefogé ponthalmazokat mar a minimalis kodokkal vald
kapcsolat felfedezése elGtt tobben is vizsgéltak.




5.1. Definicié. Az S C PG(k — 1, q) ponthalmaz t-szeresen lefogd, ha minden hipersikot legaldbb t
pontban metsz.

5.2. Definicié. Egy S C PG(k — 1,q) ponthalmaz erésen lefogo, ha minden hipersikot generdtor-
rendszerben metsz.

Eszerint az erGsen lefogd ponthalmazok valéban specidlis (k — 1)-szeresen lefogd ponthalmazok.
PG(2, g)-ban pedig éppen egybeesnek a 2-szeresen lefogd halmazokkal.

Most térjiink vissza arra a kérdésre, hogy mit mondhatunk a 4.1. Tételbeli korlat élességérdl. A
(k — 1)-szeresen lefogd ponthalmazokra vonatkozd korabbi eredményeket felhasznalva a [Alf+20)]
cikk szerz6i megmutattdk, hogy 4 < k < ,/q + 2 esetén sosem éles a korlat, és ha k = 3, akkor
pontosan g = 2 mellett éles. (Ezekben az esetekben karakterizélva vannak a (k — 1)-szeresen lefogo
ponthalmazok.) Tudomasunk szerint jelenleg nem ismert olyan kédcsalad, ami minden k-ra és g-ra
létezik, és a hossza mindkét paraméternek lineéris fliggvénye. Azonban nem konstruktiv eszkézokkel
igazolhato ilyeneknek a létezése, errsl kés6bb még tesziink emlitést. A legéltalanosabb ismert ilyen
konstrukei6 [FS14]-ben talalhat6, ami ¢ > 2k — 3 esetén minimélis [(2k — 3)(¢+ 1), k, d]-kodokat ad
meg. Ennek a hatranya, hogy a kodelméletben szokasos megkozelités szerint altalaban ¢ (az abécé
elemszama) kicsi, és rogzitett ¢ mellett szeretnénk tetszéleges dimenzioju kodokat konstrualni.

A minimalitasi feltételhez hasonléan azt is atfogalmazhatjuk a geometria nyelvére, hogy egy kod
metsz6. Ez pontosan akkor teljesiil, ha a generatorméatrix oszlopai altal meghatéarozott PG(k—1, q)-
beli pontok nem fedhetSk le két hipersikkal. Az a feltétel pedig, hogy barmely két nemnulla k6dszo
tartojanak a metszete legalabb g —1 elemi, annak felel meg, hogy barmely két hipersik uniojan kiviil
esik legalabb ¢ — 1 pont. Igy adhatunk egy 1j, az eredetinél egyszertibb bizonyitast a 4.5. Allitasra:

5.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy adott egy S erdsen lefogd ponthalmaz PG(k—1,q)-ban. Ekkor barmely
két hipersik unidjdn kivil esik legaldbb g — 1 pontja S-nek.

Bizonyitds. Vegyiink két tetszGleges hipersikot, U-t és V-t, és tekintsiik a metszetiiket, ami egy
2-kodimenziés W altér. Ezen Osszesen g 4+ 1 hipersik megy keresztiil, ami kozo6tt ott van U és V.
Mivel a maradék g — 1 is generdlva van, mindegyiken van W-n kiviil még legalabb egy pontja S-nek,
és mivel csak W-ben metszi egymast ez a ¢ — 1 hipersik, ezek a pontok paronként kiilonbozék. [

Az is konnyen lathatd igy, hogy ¢ = 2-re a visszafele irdny is igaz: Ha az S halmazt semelyik
két hipersik nem fedi, és U tetszéleges hipersik, akkor nem eshet az U NS minden pontja egy W
2-kodimenziés altérre. Ha ez lenne a helyzet, akkor ugyanis a W-n atmend U-t6l kiilonb6zd két
hipersikon kiviil nem lenne S-beli pont.

5.4. Példa. Az 5.3. Allitds feltétele nem elég ahhoz, hogy S erdsen lefogd legyen, ha q > 2. Alljon
ugyanis S hdrom hipersikbol, amelyek eqy W 2-kodimenzids altérben metszik eqgymdst. Ekkor bdrmely
két hipersik unicjabol kimarad (q—1)-nél tobb S-beli pont. Viszont ha vesziink egy negyedik hipersikot
W-n dt (ami létezik, ha ¢ > 2), azt S csak W -ben metszi, vagyis nem generdlja.

6. Kesze-kusza egyenesek

Most tehat atfogalmaztuk az eredeti problémat egy véges projektiv térbeli kérdéssé: Mi az a mini-
malis n szam, amire létezik PG(k — 1,¢q)-ban n pontu erdsen lefogd halmaz? Mivel az egyenesek
rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy minden hipersikot metszenek, j6 Gtletnek tinhet egyene-
sek unidjaként keresni ilyen halmazokat. Ha néhény egyenes pontjainak unidja erésen lefogd halmazt
alkot, akkor az egyenesek halmazat kesze-kuszdanak is szokés nevezni.

Kezdjiik egy egyszert konstrukcidval, ami minden q és k esetén miikodik: Vegyiink PG(k —1, ¢)-ban



k altalanos helyzetii pontot, és ezek paronkénti osszekots egyeneseit. Igy egy (g)(q — 1) + k pontu
ergsen lefogd halmazt kapunk. Ennek az elnevezése az irodalomban tetraéder, bar a szimplexr név
talalobb lenne ra. [Alf+20]-ban talalhat6 olyan konstrukcio, ami szintén minden ¢ és k esetén alkal-
mazhato, és a tetraédernél konstans szorzoval kevesebb pontbol all. (A konstans % vagy %, esettsl
fiiggGen.)

PG(2, q)-ban két egyenes nem lehet elég, igy akkor a tetraéder konstrukeio optimalis.

PG(3, q)-ban viszont hatnal kevesebb egyenest is meg tudunk adni, ahogy az példaul [FS14]-ben sze-
repel: Vegyiink el@szor harom kitérd egyenest. Ezek meghataroznak egy (egyértelmi) hiperbolikus
kvadrikat. Tudjuk, hogy egy sik a kvadrikit vagy egy kuapszeletben, vagy egy metsz8 egyenespéar-
ban metszi. Az els§ esetben nincs baj, mert a kupszeleten ott van a harom egyenessel vett hdrom
metszéspont is, és egy kipszelet semelyik harom pontja nem eshet egy egyenesre. Az utébbi fajta
sitkoknak viszont, amennyiben nem tartalmazzak a harom egyenesbdl egyiket sem, egy egyenesre
esik a harom egyenessel vett metszetiik; ezekkel kell méar csak valamit kezdeniink. Ha vesziink egy
negyedik egyenest, aminek nincs kozos pontja a kvadrikaval (tudjuk, hogy ilyen létezik), akkor annak
az ilyen sikokkal vett metszete az els§ harom egyenessel vett metszéspontok egyenesén kiviil fog esni.
igy ez a négy egyenes egyiitt mér jo lesz.

A fenti érvelésbdl adodik az is, hogy héarom kitérs egyenes nem lehet elég, kivéve, ha ¢ = 2. Ebben
az esetben ugyanis minden olyan sik, ami egyenesparban metszi a kvadrikit, tartalmazza valamelyik
egyenest a megadott harombol. Igy PG(3,2)-ben harom kitéré egyenes mindig kesze-kusza. Ebbél
megallapithatjuk, hogy k = 4,¢ = 2 esetén éles a 4.1. Tételbeli korlat. (Ez kiviil esik a kordbban
emlitett 4 < k < /g + 2 tartomanyon.)

A kovetkezd eredményt mar emlitettiik korabban is:

6.1. Tétel (|FS14]). Ha q¢ > 2k — 3, akkor PG(k — 1,q)-ban megadhaté 2k — 3 pdronként kitérd
kesze-kusza egyenes, és igy egy (2k — 3)(q + 1) ponti erdsen lefogs ponthalmaz.

A konstrukeié lényege, hogy a momentumgorbe 2k — 3 kiilonb6z6 érint§jét valasztjuk ki, és ezekrdl
megmutathatd, hogy nincs olyan 2-kodimenziés altér, ami mindegyiket metszi. Fz nyilvanvaléan
egy sziikséges feltétele annak, hogy az egyeneshalmaz kesze-kusza legyen, azonban ha ¢-nél kevesebb
egyenesiink van, akkor kideriil, hogy ez elégséges is. Az érint6ket akkor tudjuk igy valasztani, ha az
alaptest karakterisztikija legalabb k — 1. Viszont helyettiik méas, az érint6khoz hasonlé tulajdonsagi
egyeneseket véve kis karakterisztika esetén is miikodik hasonlé konstrukcié.

Ezek az egyenesek nem feltétleniil alkotnak minimalis kesze-kusza egyeneshalmazt. Példaul PG(4,11)-
ben az igy kapott hét egyenesbdl egyet el tudunk hagyni tgy, hogy a maradék hat még mindig kesze-
kusza [Bar+20a|. A kovetkezs két sporadikus példa mutatja, hogy méaskor is elég lehet (2k — 3)-nél
kevesebb egyenes.

6.2. Tétel (|Bar+20b]). PG(4,q)-ban megadhaté hat kesze-kusza egyenes, ha q > 36086.
6.3. Tétel (|Bar+20a]). PG(5,q)-ban megadhats hét kesze-kusza egyenes.

Ha nem is nagyon tudunk altalanos konstrukciokat linearis méretii kesze-kusza egyeneshalmazokra,
a létezésiikre van bizonyitékunk az alabbi tételnek koszonhetSen, amely véletlen modszerrel 1athato
be.

6.4. Tétel (|[HN21]). PG(k — 1, q)-ban létezik

[Jﬂ(k—l)-‘ ) ha q > 2,
m =

In(q)(q+1)2
In8 _
[lnré/3(k71)—|, ha g =2

méretd kesze-kusza egyeneshalmaz.



Itt az otlet az, hogy véletleniil valasztunk legalabb m egyenest, és feliilrél becsiiljiik annak a val6szi-
ntiségét, hogy valamelyik hipersik nincs generdlva. Belathato, hogy ez a valészintiség 1-nél kisebb,
amibdl kovetkezik, hogy van olyan valasztés, aminél mindegyik hipersik generalva van.

Az olyan erdsen lefogé halmazok méretére, amelyek egyenesek univjaként allnak els, az alabbi alsé
korlat érvényes:

6.5. Tétel (|[HN21]). PG(k — 1,q)-ban egy kesze-kusza egyeneshalmaz legaldbb

i1 |5 - [

egyenest tartalmaz.

Lehet, hogy ha nem egyenesekkel probélkozunk, akkor kisebb méretii halmazokat is meg tudunk adni.
Egy masik standard konstrukcié (k — 1)-szeresen lefogd ponthalmazra PG(k — 1,¢*!)-ben k — 1
darab disgjunkt g-rendd@ részgeometria unidja. Ilyen részgeometridt kapunk akkor, ha valamilyen
koordinatazas szerint pontosan a GF(q)-beli koordinataju pontokat vélasztjuk ki. Mivel ezeknek
minden hipersikon van pontja, ha ilyenbsl k — 1 diszjunktat vesziink, akkor az (k — 1)-szeresen
lefogo6 lesz. Nyitott kérdés, hogy tudjuk-e ezeket tgy vélasztani, hogy erdsen lefogo is legyen. 3
dimenziéban erre nemrég pozitiv valasz sziiletett:

6.6. Tétel ([Bar+20a]). PG
ria unidja eqy 3(q + 1)(¢> +

3,q3)-ben hdarom alkalmasan vdlasztott diszjunkt q-adrendi részgeomet-
) ponti erdsen lefogé halmazt alkot.
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