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Chip-firing és az S(G) sandpile csoport
Adott G = (V, E) irdnyitatlan, of graf

Chip konfiguracio:
Div(G) ={z e Z"®) .z = (21,...,2,)}

Tlzelés: v csucs tlizel, szomszédainak egy-egy chipet atad:
Yy=x— L(G) " Xv
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Ekvivalencia: ~ Div(G)-n:
r~y<sx—yc<im(L)

Sandpile csoport

D’ (G) = {w € Div(G Z Ty = 0} = S(G) = =Di(G) /zm(L)
veV(G



Feszitdfak és Bernardi-torzor
Tétel: |7(G)| = |S(G)|
Természetes, graf izomorfizmusaira invarians bijeckio nincs.

Tétel: Ha (G, p) szalag-graf (ribbon graph), akkor létezik 7(G)-n S(G)-torzor struktura.

Torzor

Def: A H halmaz egy GG-torzor, ha G-nek létezik szabad, tranzitiv hatasa H-n, mely egy
a:GxH—H

leképezés, hogy
Ve,yc H:dlge G:gx—y

Allitas: Ha H egy G-torzor = |H| = |G|.



Szalaggrafok és génuszuk

(G, p) szalaggraf,hap = (p1,-..,pPn) és
Vv € V(G) : py € Sgegv) : @ v-bél kimens élek egy ciklikus permuticicja.

Kombinatorikus beagyazas:
G — Surfaceg : Ve € cyc(G, p) — egy lapja a feliletnek

Tétel: (G, p) génusza:
9s(G) = 2 = v(G) + e(G) — cye(G, p)-

Megjegyzés: nem egyezik meg a kombinatorikai génusszal: g(G) = e(G) — v(G) + 1




Break-divizor és Bernardi-bijekcio
Legyen T feszitéfa: g(G) = e(G) — v(G) + 1 nem-fa él G-ben

Tétel: Létezik
veV(G),veeec EG):®,.:5(G) «~ 7(G).

Definicio: b € Divg(G) break-divizora T’ feszit6fanak, ha
vw g E(G) : Chipvw = {bm bw}

Tétel: S9(G) reprezentalddik a break-divizorokon:
Va € Divd(G) : 3b € Break(G) :  ~ b.

E




Bernardi-hatas

Legyen T feszitéfa, v cstcs, x € S(G)

Igéret: S(G) invarians hatasa 7(G). Kell egy alappont v.
By : S(G) x 7(G) — 7(G)
(z,T) — T'
Hogyan: S(G) természetes moédon hat S9(G)-n:
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Szalaggrafok topologidja
(G, p)-n aszalagstruktura
* topologia: g, (G) génusz
e S(G)-torzor 7(G)-n
Tétel: Ha g, (G) = 0, akkor
e J!Bernardi-torzor: 3, fuggetlen v-t6l
* Arotor-hatas és Bernardi-torzor megegyezik, aholr, : S(G) x 7(G) — 7(G).

Tétel (McDonough, 2020): A rotor-hatas meghatarozza a szalaggrafok génuszat:

(G,p) : Vv: B,y : S(G) x 7(G) — 7(G) = ¢5(G)
Feladat: Igaz-e ez a Bernardi-hatasra is?

Allitas: Legyen (G . p) 3-0sszefliggd szalaggraf és tegylik fel, hogy adottak a
By : S(G) x 7(G) — 7(G)

hatasok midnenv € V (G). Ekkor, még ha a szalag struktira nem ismert,

meghatarozhatjuk a graf topologiai génuszat g (G) = 2 — v(G) + e(G) — cyc(G, p).



Eredmény

e e1,e3 €Te9 & The, €T;
e wjs isnotinany pathsin T, going from w; to alower neighbor,;
e w; isnotinthe pathin T, going from ws to upper neighbor w'.

4-6f grafra
A”:pv — (617 62,63) g /Bv(w)(T) =T

3-of grafra

All: S;;, S; € Div’(G) : Vx € Sy,y € Sp : © = y.Ekkor
1.0, = (e1,€9,e3) = Jx € Sy : Bo(2)(T) =T’
2. p, = (e1,e9,e3) = Jy € St : Bo(y)(T) =T’

Sejtés: 2-6f grafra hasonld igaz

Kérdés: (G, p) tetsz6leges 6f



Kész6n6m a figyelmet!



