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1. Bevezetés

Hilbert-terek 6nadjungalt operdtorai felett természetes médon definidlnak egy részben-
rendezést a pozitiv operatorok. Munkam soran Peter Semrl és Roman Dronvsek cikkeit
dolgoztam fel, melyek ezen operdtoralgebra, illetve ennek bizonyos kitiintetett részhal-
mazainak rendezés-automorfizmusait jellemzik.

2. Osszehasonlithatésagot megtarté leképezések

Legyen H komplex Hilbert-tér, dimH > 2. B;(H) jeloli H onadjungilt, korlatos, lined-
ris operatorainak halmazat.

A,B € Bs(H) operitorok esetén azt mondjuk, hogy A < B, amennyiben a B — A ope-
rator pozitiv, vagy mdsképpen, ha minden x € H elemre fenndll (Ax|x) < (Bx|x). Az
igy definidlt részbenrendezést megtarté linedris leképezésekkel a C*-algebrak elmélete
foglalkozik. Amennyiben feltessziik a bijektivitést, jellemezhetjiik ezen leképezéseket
anélkiil is, hogy a linearitast feltennénk. A kovetkez6t allithatjuk:

2.1. TETEL. Legyen H Hilbert-tér, dimH > 1, és ¢ : B(H) — B;(H) olyan bijekcid,
melyre fenndll
A<B& ¢(A) <¢(B), A,B € Bs(H)

Ekkor létezik egy C € Bs(H) operdtor és egy T : H — H invertdlhatd, korldtos, linedris
vagy konjugdltan linedris operdtor, melyekkel minden A € B;(H) operdtorra

0(A) =TAT* +C.
Azt mondjuk, hogy az A,B € Bs(H) operatorok sszehasonlithatak, ha A < B vagy

A > B. Ekkor az A ~ B jelolést hasznaljuk. Megfogalmazhatunk az el6z6nél er6sebb
allitast:



2.2. TETEL. Legyen H Hilbert-tér, dimH > 1, és ¢ : Bs(H) — Bs(H) olyan bijekcid,
melyre fenndll
A~BS A ~0(B),  ABEBH)

Ekkor létezik ¢ € {—1,1} skaldr, egy C € Bs(H) operdtor és egy T : H — H invertdlha-
16, korldtos, linedris vagy konjugdltan linedris operdtor, melyekkel minden A € B;(H)
operdtorra

0(A) = cTAT" +C.

Specidlisan, minden 6sszehasonlithatésdgot meg6rzd bijektiv leképezés rendezés au-
tomorfizmus vagy rendezés anti-automorfizmus, azaz minden 6sszehasonlithaté A, B €
Bg(H) par rendezését megforditja.

A fenti tétel bizonyitdsa felhasznédlja Hua klasszikus eredményét az hermitikus matri-
xok geometridjardl. Megjegyezziik hogy az hermitikus métrixok éppen a véges dimen-
zi0s Hilbert-terek onadjungélt operdtorai. Az n X n-es hermitikus matrixok H, vektor-
terén definidlhatunk egy metrikat a

d(A,B) := rank(A — B)

egyenldséggel. Azt mondjuk, hogy a T,S € H, hermitikus matrixok szomszédosak,
amennyiben d(7T,S) = 1. A H, vektortér adjacencia automorfizmusairdl a kovetkezst
allithatjuk.

2.3. TETEL. Legyenn > 2 egész szdm, és ¢ : H, — H, olyan bijekcid, melyre tetszdle-
ges A, B € H,, hermitikus mdtrixok akkor és csak akkor szomszédosak, ha ¢ (A) és ¢ (B)
szomszédosak. Ekkor létezik egy ¢ nemnulla valds szdm, egy T invertdlhato n X n-es
komplex mdtrix, és S € H,, melyekre

0(A) = cTAT*+S,  AcH,,

vagy
O(A) = cTAT* +S8, A € Hy,

ahol A jeloli az A elemenkénti konjugdldsdval kapott mdtrixot.

A 2.2. Tétel bizonyitdsakor fontos szerepet kap az aldbbi segédtétel.

2.4. TETEL. Legyen H Hilbert-tér, dimH > 2, és A,B € By(H). Ekkor az aldbbiak
ekvivalensek:

(i) A és B szomszédosak,

(i) A ~ B és létezik olyan C € Bs(H) \ {A,B}, hogy minden T € B;(H) operdtorra
T ~AésT ~ Besetén teljesiil T ~ C.



3. Az effekt algebra rendezés automorfizmusai

Ebben a részben a
0,]]={A€B,(H)|0<A<I}

egyenléséggel definidlt effekt algebra rendezés automorfizmusairdl lesz sz6, ahol I a
H Hilber-tér identikus operatora. El6szo6r kimondjuk a korabbi tételiink egy specidlis
esetét a pozitiv 6nadjungdlt operdtorok [0,0) halmazdnak rendezés automorfizmusaira.

3.1. TETEL. Tegyiik fel, hogy ¢ : [0,00) — [0,0) rendezés automorfizmus. Ekkor létezik
T : H — H invertdlhatd, korldtos, linedris vagy konjugdltan linedris operdtor, melyre
tetszdleges A pozitiv, onadjungdlt operdtor esetén

O(A) = TAT*.

Tekintsiik minden p < 1 valds szdm esetén az

X

Jp(x) == rl—p

egyenlGséggel definidlt fiiggvényt. Legyen p € [0,1) esetén az f, fiiggvény értelme-

zési tartoménya [0,0), mig p < 0 esetén legyen az értelmezési tartomény {0, 11— %)

Konnyen latszik, hogy a [0, 1] intervallumra megszoritva minden f,, fiiggvény szigoru-
an monoton n6vs bijekeid a [0, 1] intervallumra. Az effekt algebra rendezés automor-
fizmusairdl a kovetkezot allithatjuk:

3.2. TETEL. Tegyiik fel, hogy ¢ : [0,1I] — [0,I] rendezés automorfizmus. Ekkor létezik
p negativ szam, és T : H — H invertdlhato, korldtos, linedris vagy konjugdltan linedris
operdtor, melyekkel minden A € [0,1] operdtorra fenndll

1 1

9(A) = 9pr(A) = fp((I+(TT*) )2 (I = (I + TAT*) ) (I +(TT")71)2).

A tovéabbiakban adunk egy masik lehetséges jellemzést ezen rendezés automorfizmu-
sokra.

3.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy ¢ : [0,I] — [0,1] rendezés automorfizmus. Ekkor léte-
zik p negativ szdm, egy r € (0,1) valés és T : H — H invertdlhatd, korldtos, linedris
vagy konjugdltan linedris operdtor, melynek operdtornormdjdra ||T|| < 1, és amelyek-
kel minden A € [0,1] operdtorra fenndll

0(A) = £, (f(TT*))? f(TAT*)(f(TT*))?).

A fenti tételek bizonyitdsa egyben csoportelméleti jellemzést is ad az effekt algebra
rendezés automorfizmusaira. Jelolje CGL(H) a H invertélhatd, korldtos, linedris vagy
konjugdltan linedris operétorainak multiplikativ csoportjat. Az S' = {z € C||z| =1}



komplex egységkor multiplikativ csoportja természetes médon dgyazhaté a CGL(H)
csoportba a z + zI leképezés segitségével. Tekintsiik a G| := CGL(H)/S' faktorcso-
portot. Ennek elemei [T] = {zT' |z € S'} alakban dllnak el8, ahol T invertdlhatd, kor-
14tos, linedris vagy konjugéltan linedris operator. Azt éllitjuk, hogy az effekt algebra
rendezés automorfizmusainak csoportja az igy definilt G; csoporttal izomorf.
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