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1. Bevezetés

A félévben az volt a célom, hogy véletlen grafok vizsgalatahoz sziikséges ismereteimet
bévitsem, és megismerkedjek a véletlen grafok hatarértékének fogalmaval. Ezen beliil a
stri grafok limeszéhez [1] volt segitségemre, mig a Benjamini-Schramm-konvergenciahoz
[2]-t hasznaltam. A félév soran [2]-bdl szamos feladatot megoldottam, amik koziil néhény
megoldéast a megfelels fejezetek példa alfejezetében mutatok be.

A beszamoloban csupan a lokélis konvergencia bemutatasara szoritkoztam, hogy a beszé-
mol6 formai kévetelményeinek eleget téve tudjam osszefoglalni a legfontosabb fogalmakat.

2. Lokalis konvergencia

Ebben a fejezetben a lokélis konvergencia felépitésének egy lehetséges modjat fogom Ossze-
foglalni. Ehhez [2]-t, és [3]-t hasznaltam. Ezt a konvergenciat szokis még Benjamini—
Schramm-konvergencianak is nevezni.

Ebben az esetben a konvergencidnak intuitivan az a jelentése, hogy egy véletlen graf egy
"atlagos pontbol" nézve egy idé utan lokalisan ugyantugy fog kinézni. Ehhez gyokeres
grafokra lesz sziikségiink.

2.1. Definicio. A (G, o) par egy gyokeres graf, ha G egy graf, és o egy tetszsleges cstcs.
Egy graf lokalisan véges, ha minden cstics foka véges.

2.2. Definicié. A (G,0) gydkeres graf esetén BY(0) = (V(B%(0)), E(B(0),0)), ahol
V(B (0)) = {u € V(G) : da(0,u) <}
E(By(0)) = {{u,v} € B(G) : dg(o,u) <1, dg(o,v) <7}

A grafizomorfizmusok a megszokottak szerint mtikodnek itt is, azonban az a plusz
megkdtés fennéll, hogy a gyokeret gyokérbe kell, hogy vigye a leképezés.

2.3. Definicid. Legyen (G1,01), (Ga,09) 2 Osszefiiggs, gyokeres részgraf. Legyen
R* = sup{ B (01) = B% (o)},

Ennek segitségével legyen

1
dG*<<G1701)7 (GQ?OQ)) = R* + 1

Az R* a legnagyobb olyan érték, amire a 2 graf lokalisan izomorf. Ha R* = oo, akkor a 2
graf izomorf. A G, a gyokeres grafok dg, metrikaval ellatott metrikus tere.
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Ez természetesen kiterjesztheté nem Osszefiiggs grafokra is, ha csupan a gyokérrel egy
komponensben talalhato cstcsokat vessziik figyelembe.

2.1. Determinisztikus grafok gyenge konvergenciaja

Ebben a részben defininalni fogjuk determinisztikus grafokra a gyenge konvergenciat.

2.4. Definici6. Legyen G, = (V(G,), E(G,)) egy véges grafsorozat. Legyen tovabba
(G, 0,) az a gyokeres részgraf, amit ugy kapunk G,-bél, hogy egyenletes eloszlas szerint
kivalasztjuk G,, egy tetszéleges csticsat, majd G,-et megszoritjuk az o,-bdl elérhetd csu-
csok halmazara.

Azt mondjuk, hogy (G,,0,) tart (G, o0)-hoz lokélisan gyengén, ahol (G,0) a G, egy (el-
képzelhets, hogy véletlen) u eloszlast eleme, ha minden h : G, — R korlatos, folytonos
fliggvény esetén

E(h(Gp,0,)) = E,(h(G,0))

teljesiil. Ezt a konvergenciat (G, o,) 4 (G, o0)-val jeloljiik.

Ennek a definiconak a szemléletes jelentése az, hogy ha a (G, 0,) graf loklisan egyre
inkabb ugy néz ki mint a (G, 0) graf, akkor azt mondjuk, hogy az utobbi lesz az elbbi
hatarértéke.

Erre egy példa lehetne, ha a h fiiggvény annak az indikdtora, hogy a gyokérnek pontosan
k szomszédja van. Ez esetben a k foki csticsok ardanya konvergens lesz.

2.5. Megjegyzés. A definicioban a bal oldali varhato érték az egyenletes eloszlas szerint
valasztott o,, csucsra vonatkozik, mig a jobb oldali a (G, 0) graf p eloszlasa szerinti.

2.6. Megjegyzés. A definicibban a bal oldali varhato értéket fel is tudjuk irni az aldbbi
modon:

1
E(h(Gy,0,)) = m%%n) WG, u).

“, e,

ban a gyakorlatban konnyebben ellenérizhets lesz. A tétel szerint nem kell minden h
fiiggvényre belatni a konvergenciat, elég, ha a GG, graf tapasztalati eloszlasa konvergal a
hatarérték graf eloszlashoz.

2.7. Tétel ([2| 2.6). Legyen (G, 0,) véges, gyokeres grafok egy sorozata. Ekkor (G, o,,) 4
(G, 0) pontosan akkor, ha minden H, € G, és minden r > 0 esetén

P (H.) = p(By (0) = H.), (1)

ahol

1
Gn _
p (H*)—V(Gn) > LipSemm)
uGV(Gn)

Ez a tétel mar a gyakorlatban lehetévé teszi szamunkra, hogy ne csak a definicié el-
lendrzésével legyen modunk grafok gyenge hatarértékét kiszamolni, de ezt még konnyebbé
tudjuk tenni.

A kovetkezo tétel értelmében, ha talalunk egy olyan Z, C G, halmazt, amire u((G,0) €
Z,) = 1, elég a tapasztalati eloszlasok konvergenciait H, € Z, elemekre ellendrizni.
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2.8. Tétel. Legyen G,, gyokeres grafok egqy sorozata, és o, € V(Gy,) egyenletes eloszldssal

vdlasztva, valamint legyen (G,0) € G, egy p eloszlasi véletlen elem, és I, C G, legyen

tovdbbd Z,(r) = {B,(G,0)|(G,0) € T}.

Tegytik fel, hogy u((G,0) € Z,) = 1. Ekkor, ha (1) teljesil minden r > 0 és H, € Z,(r)
. d

esetén, (Gn,o0,) = (G, 0).

2.2. Példak

Ebben a fejezetben néhany példat mutatok, amik a [2]-ban olvashato feladatok altalam
konstrualt megoldésai. Ezek egyrészt érdekes tulajdonsagaira vilagitanak ra a gyenge li-
mesznek, mésrészt az itt latott technikak a korabbi tételek kozvetlen alkalmazasai.

2.9. Allitas (Véletlen lokalis hatarérték). Egy G,, determinisztikus sorozat hatarértéke
lehet egy G véletlen graf.

Bizonyitas Legyen G, az a graf, ami n darab K3-bdl és 3n izolalt pontbol all. Ekkor
ez egy determinisztikus grafsorozat, azonban

1 1 1
E(h(G, 0n)) = & > h(Gu) = Sh(Ks,0) + Sh(Ky,0),
(Gn)

ueV (Gn

ami egy olyan véletlen graf, ami % valoszintiséggel egy izolalt cstcs, % valoszintséggel pedig
egy haromszog. O

2.10. Tétel (Az ut és kor gyenge limeszei). Legyen V(GL) = [n], és E(GL) = {{i;i +
1}, € [n — 1]}, valamint V(G?) = [n|, és E(G?) = {{i;i + 1},i € [n — 1]} U {{1;n}}
Ekkor mindkét grdf lokdlis hatdrértéke (Z,0) lesz.

Bizonyitas Azt konnyt latni, hogy ha Z, = {(Z,0)}, akkor minden r > 1 esetén Z,(r)-
ben egy 2r hosszi it van. Tovabba az is latszik, hogy u(BZ(0) ~ P,,) = 1, vagyis 2.7 és
2.8 miatt elég megmutatni, hogy

P(BS (u) ~ H,) — 1,k =1,2

teljestl.
-2
De ez teljesiil, hisz ha n > 2r, akkor P(BTGEL(O) ~ P),) = ner
n

G2-re ugyanez elmondhato, és P(BZ4(0) ~ Py,) = 1,,55,. Azaz leellendriztiik a tapasztalati

n

eloszlasok konvergenciajat. O]

2.3. Véletlen grafok lokalis gyenge konvergenciaja

A determinisztikus grafokra felirt definicié véletlen grafokra torténg éltalanositasdban az
a probléma all fent, hogy amig a (G, 0,) determinisztikus a E(h(G,, 0,)) mennyiségben
egyediil a gyokér kivalasztasa véletlen, addig egy véletlen graf esetén "dupla" varhato ér-
téket kell venni.

Emellett akarcsak valoszintiségi valtozok konvergenciajanél, itt is tobbféle lehetséges kon-
vergenciafogalom lehet. Ezeket fogjuk most definialni.

2.11. Definici6 (Véletlen grafok lokalis gyenge konvergenciaja). Legyen G,, = (V(G,,), E(Gy,))
egy véges (nem feltétleniil Gsszefiiggs) véletlen graf. Ekkor
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1. azt mondjuk, hogy G, lokalisan gyengén tart a 7z eloszlast (G,0)-hoz, ha minden
h : G, — R folytonos, korlatos fliggvény esetén

E(h(Gp,0n)) — ]E“(h(a, 0))
teljesiil, ahol a bal oldali varhaté érték az o, véalasztasa, valamint a G, eloszlésa

szerinti. Ezt a determinisztikus esettel analég modon (G, 0,) 4 (G, 0)-val jeloljik.

2. Azt mondjuk, hogy G,, lokalisan sztochasztikusan konvergél a p eloszlasu (G, 0)-hoz,
ha
E(h(Gn00)|Gr) = By (h(G.0)),
minden A : G, — R folytonos korlatos fiiggvényre. Ezt G,, 2% Gokal jeloljiik.

3. Azt mondjuk, hogy G,, lokalisan 1 valoszintiséggel konvergél a p eloszlasu (G, 0)-hoz,
ha
E(h(Gu, 00)|Gn) = E,(h(G, 0),

1—loc

minden A : G, — R folytonos korlatos fiiggvényre. Ezt GG,, —— G-kal jeloljiik.

Fontos itt megjegyezni, hogy a sztochasztikus lokalis és az 1 valdszintségi lokalis
konvergencianal mar (,, mérhetd valoszintiségi valtozok lesznek, és azokon mar lehet az
elemi valoszintiségi konvergencidkat hasznalni.

Fontos megjegyezni, hogy az E(h(G,, 0,)|G,) a G, grafok egy determinisztikus fiiggvénye.
A kovetkezd tétel ezen konvergenciatipusok kapcsolatarol mond valamit.

2.12. Tétel (|2] 2.12). Tegyiik fel, hogy (G, 0x) 4 (G,0), ahol (G,0) eloszldsa Ti, vala-
mint (Gy,) konvergdl lokdlisan sztochasztikusan a u eloszldsi (G, 0)-hoz. Ekkor i = E(u()).

A kovetkez§ tétel a determinisztikus esetben latott konvergenciakritériumhoz hasonlo
kritériumokat ad meg a véletlen grafok konvergenciajara. A kiovetkezs két tétel a deter-

minisztikus grafok hatarértékének kiszamitésat lehet6vé tevs 2.7 és 2.8 tételek véletlen
grafokrol szolo valtozata.

2.13. Tétel ([2] 2.13). Legyen G, gyikeres grifok egy sorozata. Ekkor,

1. (Gyn,0p) 4, (G,0), ha minden H, € G, és minden v > 0 esetén

E(p% (H,)) = m VZ«;) P(BS(v) ~ H,) = i(BS(0) ~ H.).  (2)

2. G, konvergdl lokdlisan sztochasztikusan (G, o0)-hoz, ha minden H, € G, és minden
r > 0 esetén

1
por(H,) =

P G /— -
ViET] 2 Lesrwminy 2 mBIE) = Hy).

u€V (Gr)

3. G konvergdl lokdlisan 1 valdsziniséggel (G, 0)-hoz, ha minden H, € G, és minden
r > 0 esetén

1 1 _
pGn (H*> = m Z 1{3?"(1})2[{*} — /L(Bf(O) ~ H*)
M wev(Gn)

2.14. Tétel ([2] 2.15). Legyen (Gy) gydkeres grdfok egy sorozata, valamint (G,0) egy u
eloszldsi véletlen elem G.-ban, valamint I, C G,, gy, hogy u((G,0) € Z,) = 1. Ekkor ha

(2) fenndll minden H, € Z,(r) ésr > 1 esetén, akkor (G, o0y) 4 (G,o0).
Ugyanez 1gaz lokdlisan sztochasztikus, és 1 valosziniségd konvergencidra is.
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2.4. Példa
2.4.1. Konfiguraciés modell

Legyen G, egy n cstcst graf, valamint d = (d;)cn) egy fokszdmsorozat. Szeretnénk egy
olyan grafot konstrualni, aminek n csticsa van és fokszamai a d vektornak megfelelGek.
Ekkor ha ), d; paratlan, akkor ilyen graf biztosan nem létezik. Ha ), d; paros, akkor
meg lehet adni egy ilyen (nem feltétlentil egyszerti) grafot.

Egy ilyen grafot megkaphatunk az alabbi médon:

1. Minden cstcsnak adjunk a fokszamanak megfelels félélet.

2. egyenletes eloszlassal valasszunk ki két félélet, amiket 6sszekotiink. Ezek igy egy élet
alkotan a grafban, és a hozzajuk tartozo féléleket elhagyjuk.

3. Ezt iteraljuk, amig van félél.

Ezt a véletlen grafmodellt konfiguracios modellnek nevezziik, és egy ilyen grafot C' M, (d)-
vel jeloliink.

Problémat jelenthetne, hogy egy félél hanyadikként keriil sorra, amikor az éleket 1étre-
hozzuk, azonban megmutathato, hogy a félélek parositasai felcserélhetéek, vagyis nincs
hatasa annak, hogy melyiket hanyadikként vélasztjuk.

Megmutathato tovabba az is, hogy ezzel a mddszerrel minden n csicsi d fokszamua graf
egyforma valoszind, és ha feltessziik, hogy G,, egyszert, akkor az egyenletes véletlen graf-
modellt kapjuk([3] 7.15). Ezt a tulajdonsagot igy tudjuk jeldlni:

Pon,a)(G € A|G egyszert) = Pyg, (G € A).
Ezek az allitasok részletesebben megtalalhatok [3]|-ban.
2.15. Allitas. C'M,(2) lokalisan sztochasztikusan konvergél (7, 0)-hoz.

Bizonyitas A determinisztikus grafoknal latott modszert fogjuk itt is alkalmazni. Azt
tudjuk, az el6z6 fejezetbdl, hogy ha Z, = {(Z, 0)}, akkor a 2.14 tétel feltételei teljesiilnek,
igy 2.13 miatt elég az alabbi tulajdonsagot ellendrizni:

1 P
Gn _ E
P (Hy) = V(G| ]l(BSn(v):PQT) — 1.
UGV(G’VL)

Ellen6rizni fogjuk, hogy 1y, _p, — 1 teljesiil
E(|1g6n (yyap,, — 1) = P(BF" (v) % Po,) = B(| B (v)] < 2r).

P(|BO"(0)] < 2r) = B(IBI(0)] < 2r[ B (0) cayser@)P(BE" (v) eayszert)
+P(|BE"(v)| < 2r|B"(v) nem egyszert)P(BS™ (v)nem egyszerti)

Ekkor az alsé sor tart 0-hoz, mivel B%"(v) 1 valészintiséggel egyszerid. A felss sor kon-
vergenciajat ugy lehet belatni, hogy egy rogzitett G graf realiziciojanak a valdszintisége
ismert, mégpedig:



I, ! !
PO = O S e O T 2 T ot

amibdl kombinatorikus és analitikus modszerekkel megmutathato, hogy a

P(| By (v)| < 2r| B (v) egyszert)
valoszintiség tart 0-hoz. O

2.16. Allitas (A 2-regularis véletlen graf gyenge limesze). A 2-regularis véletlen graf
gyenge limesze is (Z, 0) lesz.

Bizonyitas Ez az allitas kovetkezik az el6z6bdl, hisz ha feltessziik, hogy az egész G graf
egyszerl, nem csak egy kornyezet, a fenti eredmények akkor is érvényben maradnak. [J
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