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Motivacid

A célunk egy olyan hatarérték fogalom bemutatdsa, ami véletlen
grafok lokalis tulajdonsagainak vizsgalatat teszi lehetové.
Informalisan ez azt jelenti, hogy ha egy graf néhdny csicstdl
leszamitva egy kornyezetig ugyanugy néz ki, egy véletlen csticsot
vdlasztva ez a kornyezet nagy valdsziniiséggel ugyanigy néz majd
ki.

Néhany ilyen lokdlis tulajdonsdg, amit vizsgalhatunk:



Motivacid

A célunk egy olyan hatarérték fogalom bemutatdsa, ami véletlen
grafok lokalis tulajdonsagainak vizsgalatat teszi lehetové.
Informalisan ez azt jelenti, hogy ha egy graf néhdny csicstdl
leszamitva egy kornyezetig ugyanugy néz ki, egy véletlen csticsot
vdlasztva ez a kornyezet nagy valdsziniiséggel ugyanigy néz majd
ki.
Néhany ilyen lokdlis tulajdonsdg, amit vizsgalhatunk:

1. rogzitett k-ra k foku csticsok aranya,

2. a graf lokalis (és bizonyos esetekben) globdlis klaszteresedési
egyutthatdja,

3. Osszefiiggd komponensek szama.



Gyokeres grafok

Definicié

A (G, 0) pér egy gyokeres graf, ha G egy graf, és o egy tetszdleges
cslcs.

Egy graf lokalisan véges, ha minden csiics foka véges.

Definicié
A (G, o) gyokeres graf esetén B (o) = (V(BE(0)), E(BS(0), 0)),
ahol

V(BE(0)) = {ue V(G): dg(0,u) < r}

r

E(BE(0)) = {{u,v} € E(G) : do(o,u) < r,dg(o,v) < r}



Definicié
Legyen (Gi,01), (G2, 02) 2 Osszefliggd, gyokeres részgraf. Legyen

R* = sup{BS(01) = B%(02)}.

Ennek segitségével legyen

1
de, ((G G = .
G*(( 1701)a( 2702)) R*+1
Az R* a legnagyobb olyan érték, amire a 2 graf lokalisan izomorf.
Ha R* = oo, akkor a 2 graf izomorf. A G, a gyokeres grafok dg,
metrikaval ellatott metrikus tere.



Lokalis gyenge konvergencia determinisztikus grafokra

Definicié

Legyen G, = (V(G,), E(G,)) egy véges grafsorozat. Legyen
tovdbba (G, 0,) az a gyokeres részgraf, amit Ggy kapunk Gp-bdl,
hogy egyenletes eloszlas szerint kivalasztjuk G, egy tetszbleges
csucsat, majd G,-et megszoritjuk az 0,-bol elérhetd csticsok
halmazéra.

Azt mondjuk, hogy (Gp, op) tart (G, 0)-hoz lokalisan gyengén, ahol
(G,0) a G, egy (elképzelhetd, hogy véletlen) p eloszldst eleme, ha
minden h: G, — R korlatos, folytonos fliggvény esetén

E(h(Gn, 0n)) = Eu(h(G, 0))

teljesiil. Ezt a konvergenciat (G, 0,) LN (G, 0)-val jeldljiik.



A hatdrértékrol

Arra, hogy a limesz miért lehet véletlen, elég meggondolni, hogy mi
torténne abban a 4n pontu grafban, aminél G, 2n darab 1 hosszu

utbdl, és 2n darab izoldlt csicsbdl all. Ennek a gyenge limesze egy
véletlen graf lesz, ami % valdszinliséggel egy izolalt cslcs, %

valészinliséggel egy 1 hosszi ut.
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Arra, hogy a limesz miért lehet véletlen, elég meggondolni, hogy mi
torténne abban a 4n pontu grafban, aminél G, 2n darab 1 hosszu
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Tétel (A hatarérték kiszamitdsa [?] 2.6)
Legyen (G, 0,) véges, gydkeres grafok egy sorozata. Ekkor

(Gp, 0n) N (G, 0) pontosan akkor, ha minden H, € G, és minden
r > 0 esetén

p®(Hy) = p(BF (0) = H,), (1)
ahol

1

Gp _

P(H) =Gy > Lser(uety
UEV(Gn)



Az n csicsu at, és az n cstcsu kor limesze egyarant (Z,0) lesz.



Véletlen grafok konvergenciaja

Mig determinisztikus esetben a varhatd érték csupan a valasztott
csucstdl fiigg a véletlen esetben magatdl a modelltdl is fiiggeni fog.
Akarcsak valdsziniiségi valtozdk esetén, itt is tobbféle konvergencia

fordulhat eld:



Definicié (Véletlen grafok lokalis gyenge konvergencidja)
Legyen G, = (V(G,), E(G,)) egy véges (nem feltétleniil
Osszefiiggd) véletlen graf. Ekkor azt mondjuk, hogy G, lokalisan
gyengén tart a 71 eloszldst (G, 0)-hoz, ha minden h: G, — R
folytonos, korlatos fliggvény esetén

E(h(Gn, 0n)) = E,u(h(G,0))

teljesiil, ahol a bal oldali varhaté érték az o, valasztasa, valamint a
G, eloszldsa szerinti. Ezt a determinisztikus esettel analég mddon

(G, 0n) 2 (G, 0)-val jeldljiik.



Sztochasztikus és 1 valdszinliségli konvergencia

Azt mondjuk, hogy G, lokalisan sztochasztikusan konvergal a
eloszlast (G, 0)-hoz, ha

E(h(Gn, 0n)|Gn) = E,(h(G, 0)),

minden h: G, — R folytonos korlatos fliggvényre. Ezt
Gp Frloc, Gokal jeloljik. Azt mondjuk, hogy G, lokdlisan 1

valészintiséggel konvergdl a p eloszldsi (G, 0)-hoz, ha
1
E(h(Gn, 0n)|Gn) = E.(h(G, 0)),

minden h: G, — R folytonos korlatos fliggvényre. Ezt

G, 1% G-kal jelsljiik.



Példak

Konfiguracidés modell: adott fokszamsorozatu véletlen grafot
szeretnénk generdlni. Ha minden csiics foka 2, akkor a modell
konvergens, és a limesze (Z,0).

Ebbol a 2-reguldris véletlen graf modellje is megkaphatd, ami
ugyanez lesz.



Cél a jovore

Véletlen grafok kezdeti konfiguracié hatasanak a vizsgalata.



