Egyéni kutatomunka 1

Geng Maté

Témavezeto: Keleti Tamas

A kutatémunkam célja az volt, hogy Laczkovich Miklés példatdaranak feldolgozasaval mélyitsem a mértékelméleti
tuddsomat, megismerjem a mértékelmélet kiilonbozé teriileteit, ezekben hasznalt megoldasi mddszereket sajatitsak
el, és a megismert mdédszerek és dllitasok segitségével jobban atlissam a matematika ezen teriiletét. A példatar
egészen az alapoktdl indit a kiilonb6zé halmazrendszerek bevezetésével, az additiv halmazfiiggvények, a Borel-
halmazok, a Lebesgue-mérték, a Lebesgue-integral témakorét korbejarva. Ezek utan kiterjed az abszolut folytonossag,
szingularitas és a differencidlas témakorére is. Nem sikeriilt teljesen befejeznem a példatarat, a differencidlas és a
mértékek differencidldsa fejezetekig még nem jutottam el. Az Gsszefoglaléban megprébaltam Gsszeszedni néhény
olyan feladatot, amelyek kiillonb6z6 megoldasi 6tleten alapulnak, illetve az abszolut folytonos fiiggvények szép karak-
terizacidjat és az ahhoz sziikséges éllitasokat.

Ezenkiviil részben feldolgoztam John C. Oxtoby Measure and Category cimii konyvét, ebbdl valogattam ki néhany
témakort amelyeket megemlitek a beszamoléban.

Feladat 1. (i) Ha A, B C R Lebesgue-mérhet8 halmazok, melyekre A(A), A\(B) > 0, akkor van olyan x € R, hogy
AMAN(B+x))>0.
(ii) Ha A, B C [0, 1] Lebesgue-mérhet6 halmazok, akkor van olyan € R, hogy

AMAN(B+1)) > = AA)A(B)

DN =

Csak (i)-t bizonyitjuk. A (ii) pont konnyedén kovetkezik (1)-bdl, de a lényegi gondolat az (i) bizonyitdsdban van,
mégpedig az, hogy a sikon definidlunk egy halmazt és annak a mértékét kétféleképpen szamitjuk ki a Fubini-tétel
segitségével.

Bizonyitds. (i) Feltehetjiik, hogy A és B F, halmazok, hiszen a Lebesgue-mérték regularitdsa miatt el6éllnak egy
F, és egy nullmértékii halmaz unidjaként, és a nullmértékii részt elhagyhatjuk, az nem befolydsolja az A, B és
AN (B + z) halmazok mértékét. Legyen

H={(,y):y€ AN (B+2)}
Ekkor H szintén F, halmaz, ha ugyanis A = U A; és B = U Bj, ahol A;, B; kompaktak, akkor
i=1 j=1
H,;={(z,y):ye Ain(Bj +z)}

is kompakt minden i, j-re, és H ezek ur}iéja, tehat F,, tehat mérhetd.
A H, szekci6 egynlé AN (B + x)-szel. Igy a Fubini-tétel szerint

No(H) = /R)\(Am (B +2))dA(x).

A HY szekeié azon z-ek halmaza, melyekre y € AN (B +x). Tehdt HY =0, hay ¢ Aés HY = (-B) +y, hay € A.
Igy a Fubini-tétel szerint

Ao(H) = / A(HY)AA(y) = /A A(HY)AA(y) = N(A)A(B)



Ha A(A), A\(B) > 0, akkor az integral értéke pozitiv, tehdt van olyan z, hogy N(AN(B+z)) > 0. ezel (i)-t belattuk.
O

A kovetkez6 példdban érdekes példat lathatunk a végtelen Ramsey-tétel alkalmazasara.

Feladat 2. Legyenek 91,15, ... végesen additiv halmazfiiggvények az A gylirtin. Ha egyik 9J,, sem azonosan nulla,
akkor az alabbi allitasok legalabb egyike igaz:

(i) Vannak pdronként diszjunkt A;, As,... € A halmazok és kiilénbozb nq,na, ... indexek gy, hogy 9,,(4;) # 0
minden ¢ = 1,2, ...-re.

(ii) Van olyan A € A halmaz, hogy 9,,(A) # 0 végtelen sok n-re.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (ii) nem igaz, és ebbdl beldtjuk, hogy akkor (i) teljesiil.
Legyen A; € A olyan halmaz, amelyre ¢1 (A1) # 0. Tegyiik fel, hogy n > 1, és hogy az Ay, ..., A,,—1 halmazokat mar
definidltuk. legyen B € A olyan halmaz, amelyre ¥,,(B) # 0. Tekintsik a BN Cy N ... N C,,—1 alakd halmazokat,
ahol C; = A; vagy C; = B\ A; minden ¢ = 1,2,...,n — l-re. Ezek a halmazok diszjunktak és az uniéjuk B, tehdt
van ko6zottiik olyan, amelyen 9, nem nulla. Valasszunk egy ilyen halmazt, és jeloljiik A,,-nel. Vildgos, hogy minden
1 < n-re vagy A; N A, = 0 vagy A; D A,. Ezzel definidltuk az A, halmazokat minden n-re. A konstrukciébdl
vildgos, hogy ¥, (A.) # 0. A Ramsey-tétel alkalmazdsdval kapunk egy n; < ny < ... indexsorozatot gy, hogy vagy
Ap, N Ay, =0 minden i < j-re, vagy pedig A,, D Ay, D .... Az elsé esetben az (i) allitds igaz, feltehetjiik tehdt,
hogy a mésodik eset all fenn. A jel6lés egyszertisitase érdekében hagyjuk el az n; sorozathoz nem tartozé indexeket
és frjunk A,,, helyett A;-t és ¥, helyett ¥;-t. Mivel az indirekt feltevés szerint a (ii) 4llitds nem igaz, van olyan kq
index, hogy Vi, (A1) = 0 Ekkor a By = Ay \ Ag, halmazra 9k (By) = Vg, (A1) — Ok, (Ak,) # 0, mert 9, (Ag, ) # 0.
Ismét az indirekt feltevés miatt van olyan ks > ki index, hogy ¥4, (Ag,) = 0. Ekkor a By = A, \ Ay, halmazra
Uy (Ba) = Uky (Aky) — Uy (Aky) # 0, mert 9y, (Ag,) # 0. Az eljarast folytatva kapjuk a k; < k2 < ... indexeket
gy, hogy V., (Ax,) = 0 minden i-re. Ekkor a B; = Ay, \ Ay,,, halmazok paronként diszjunktak és Jy, (Ax,) # 0
minden i-re. Ezzel beldttuk, hogy (i) ebben az esetben is igaz.

O

A kovetkezé allitas kozismert, az egy elemi fliggvényrendszer egyenletes integralhatésagardl szdl, megszokott
megolddsi mddszere van, mégpedig hogy korldtos (vagy més esetben valamely szép tulajdonsdgu fuggvényekkel)
kozelitiink meg pontonként egy fiiggvényt és utdna Nagy-Lebesgue-tételt alkalmazunk. Egy késobbi feladatnal
sziikségiink is lesz erre az allitasra.

Feladat 3. Legyen (X, A, 1) mértéktér, A € A, és f : A — R integrdlhat6. Minden & > 0-hoz létezik olyan § > 0,
hogy ha b C A, B € Aés u(B) < 4, akkor [, |fldu <e.
Bizonyitds. Ha f korldtos, és |f| < K, akkor 6 = % megfelel, hiszen ha B C A, B € A és u(B) < ¢, akkor

Jplfldn < [ Kdp =K - u(B) <e.
Most legyen f : A — R tetsz8leges integralhaté fiiggvény. Legyen f,(x) = |f(z)|, ha |f(z)| < n, és legyen f,(x) =
egyébként. Ekkor |f,| < |f] és fn — |f| p-m.m. A-n (csak ott nem, ahol |f| végtelen, de ez a halmaz az in-

tegrélhatdésdg miatt nullmértékii). fgy a nagy Lebesgue-tétel szerint fndu — / |f|du. Legyen e > 0 adott.
A A

Valasszunk egy olyan n-et, amelyre

ha B C A, B € A és u(B) < 4, akkor

£ £ 3
/B|f‘“—2+/3f Hegta e

/ |fldp —/ fnd,u‘ < £, Mivel | fnl < n, ezért, 6 = £ megfelel a feltételnek:
A A 2 2n



Korlatos valtozasu fiiggvények

n
Az f : [a,b] — R figgvény totdlis varidcidja a Vi = Z |f(x;) — f(xi—1)| szdmok halmazénak szuprémuma,
i=1

ahol F:a=x¢ < 21 < ... < x,, = b befutja az [a, b] intervallum feloszt4sainak halmazat. Az f:[a,b] = R fiiggvény
korldtos vdltozdsi, ha V (f;[a,b]) < occ.

Feladat 4. Legyen f : [a,b] — R folytonos. Minden y € R-re jeloljiik N(y)-nal f~!(y) szdmossagat, ha ez
véges, illetve legyen N(y) = oo, ha f~1(y) végtelen. Mutassuk meg, hogy az N fiiggvény Borel-mérheté R-en, és
Jg NdX =V (f;[a,b]). (Banach tétele)

......

tervallumot n egyenlé részre, és legyen az igy kapott felosztds F,, : a = 2 < 27 < .. < 2z} = b.Legyen
mP = min{f(z) : x € [zl ,2?]} és M = max{f(z) : © € [z} ,,2}]} és legyenek v}, v} € [z, z?] olyan
pontok, melyekre f(ul) = mP, f(vl") = M (i = 1,2,...,n). Jeloljik F;-gal azt a felosztdst, amit gy kapunk, hogy
F,-hez hozzavesszik az v}, v]' pontokat minden i-re. ha f-nek az F),, illetve F} felosztasokhoz tartozé variacids
Osszege Vi, illetve V¥, akkor n — oo esetén V- — V(f;[a,b]) és V. — V(f;[a,b]). Jeldljik kP'-nel az f([x;—1,x;))

szakasz karakterisztikus fliggvényét minden 1 < i < n-re, tovdbbd legyen k7 az f([x,—1,xy]) szakasz karakter-

n
isztikus fiiggvénye. Ha N,, = Z k7, akkor N,(y) egyenld az F,, felosztds azon osztdéintervallumainak szaméval,

i=1
amelyekben f felveszi az y értéket. Ebbdl egyszertien kovetkezik, hogy n — oo esetén IV, pontonként N-hez tart,
és igy N Borel-mérhet6. Mivel

oo

£) = i) < M7 =l =0 - £ = [ )y,
—o0
igy V,, < ffooo N, (y)dy < V¥ minden n-re. Az is konnyen lathatd, hogy az Non fliggvénysorozat monoton névs. Ha
tehat n — oo, akkor a monotonkonvergenciatétel szerint

/_OO N(y)dy = lim h Nan (y)dy = V(f;a,b]).

n—oo J_

Abszolut folytonossag

Az f : [a,b] — R fiiggvényt abszolit folytonosnak nevezziik, ha minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy ha [a;, b;](i =

1,2,...,n) egymésba nem nyuld intervallumok [a, b]-ben, melyekre Z(b’ —a;) < ¢, akkor Z [£(b;) — flai)] <e.
i=1 i=1

Azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény rendelkezik az (N) tulajdonsdggal, ha minden nullmértékiit H C [a, ]

halmazra f(H) is nullmértéki.

Azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény rendelkezik az (S) tulajdonsdggal, ha minden & > 0-hoz létezik § > 0,

hogy H C A, A\(H) < 6 esetén A\(f(H)) < e.

Feladat 5. Ha f : [a,b] — R abszoliit folytonos, akkor (N) tulajdonsigu.

Feladat 6. Ha az f : [a,b] — R fiiggvény abszolit folytonos, akkor (S) tulajdonsigu.



Feladat 7. Legyen f : [a,b] — R folytonos. Az aldbbi allitdsok ekvivalensek:
(i) Az f fiiggvény (S) tulajdonségu.
(ii) Az f figgvény (N) tulajdonsdgu, és m.m. értéket csak véges sokszor vesz fel.
O

Feladat 8. Az f : [a,b] — R fliggvény akkor és csak akkor abszolit folytonos, ha folytonos, korldtos véltozdsd, és
(N) tulajdonsdgu. (Banach és Zareckij tétele)

Bizonyitds. Tegylk fel, hogy f : [a,b] — R abszolit folytonos. Ekkor 1étezik egy 6 > 0 a kiovetkezd tulajdonsdggal:
n
ha az [a;,b : i C [a,b](i = 1,2,...,n) intervallumok egymdsba nem nyuléak és Z |f(b;) — f(a;)] < 1. Legyen

i=1

a=cy<cy<..<cr=>begyolyan felosztas, amelyeknek az osztéintervallumai rovidebbek §-nal. Ekkor ftotélis

varidciéja a [c;_1,¢;] intervallumon legfeljebb 1 minden j = 1,2,...,k-ra Ugyanis tetsz6leges ¢j_1 = xo < 21 <
n

..y = c; felosztdsra az [z;—1, ;] intervallumok egymdsba nem nyiléak és E Ty — Ti—1 = ¢j — ¢j—1 < 0, tehat
i=1

Z |f(x:) — f(xi—1)] < 1. Ezzel beldttuk, hogy f totdlis varidciéja a [cj_1, ¢;] intervallumokon legfeljebb 1, ezért
i=1

f korldtos valtozédst [0, 1]-ben. Mivel f nyilvdnvaléan folytonos, és (N) tulajdonsdgi is Feladat 5. szerint, {gy a
feladat ”csak akkor” részét belattuk.

Az &llitds mésik irdnyét bizonyitandé tegyiik fel, hogy f folytonos, korldtos véltozdst, és (N) tulajdonsagi. Ekkor
Banach tétele (Feladat 4.) szerint f m.m. értéket csak véges sokszor vesz fel, tehdt a Feladat 7. szerint (S)
tulajdonsagt. Jeloljiik N(y)-nal f~1(y) szdmossagét, ha ez véges, illetve legyen N(y) = oo, ha f~1(y) végtelen.
Legyenek [a;,b;] C [a,b](i = 1,2,...,n) egymdsba nem nyidlé intervallumok. Legyen J; = f((a;, b;)) minden i-re.

Ekkor Jy, Jo, ... olyan (esetleg elfajuld) intervallumok, melyekre |J;| > |f(b;) — f(a;)| minden i-re. Ha J = U Ji,
i=1

J=) [f(bi) = flai)| < ) _|Jil = LA\ = Jid\ < [ Ndx (1)
; a ; ;/JXJ /lex /J

A Y% xa: < N egyenlStlenség abbdl kovetkezik, hogy az (a;, b;) intervallumok paronként diszjunktak. Mdrmost

akkor

N integralhaté R-en a Banach-tétel szerint. fgy Feladat 3. &llitdsa szerint minden ¢ > 0-hoz van olyan n > 0,
hogy ha B C R és A\(B) < 7, akkor [, NdX < e.
Az f fiiggvény (S) tulajdonsdga alapdn alkalmas § > O-ra, ha Y., (b; — a;) < 6, akkor A(J) < 7, és igy (1)-ben
fJ Nd) < €. Ezzel belattuk, hogy f abszolut folytonos.

O

Liouville-szamok

A z € R szdmot Liouwville-szdmnak hivjuk, ha irraciondlis és minden pozitiv egész n-re léteznek p és ¢ > 1 egészek,

1
hogy |z — p‘ > —
q q"
n
Példaul z = g ToF egy Liouville-szdm (adott n-hez ¢ = ﬁ j6 lesz alkalmas p-vel)
i=1

Vizsgaljuk meg a Liouville-szamok L halmazat kategoria és mérték szempontjabol. A definiciébdl kovetkezik, hogy

o0

L=R\Q)N[)Gn (2)

i=1



ahol
00 (pted

G, nyilt halmaz, sét tartalmaz minden 2 alakd szdmot, g < 2, {gy Q C G,,. Tehdt G,, siirli nyflt halmaz, vagyis
a metszetiik a Baire-kategdriatétel szerint stiri nyilt halmaz. Mivel az irracionalis szamok halmaza is az, ezért L
rezidudlis halmaz, tehat kategéria szempontjabol nagyon nagy.

Mi a helyzet mérték szempontjabdl? (3)-bél kovetkezik, hogy L C G,, minden n-re Legyenek

Minden m,n pozitiv egész szamra

-Uswnenmicy U (G-55+5)

q=2 q=2p=—mgq

o] mgq [ee) [e’e]
2 2
YD =2 Cma+ )<Y (dmp+ag)—
q=2 p=—mq q q=2 q q=2
=1 Sl | 4m +1
=({4dm+1 §/ dr =
( )§Qn71 1 xnfl Tl*2

Mivel n tetszdleges volt, ezért kovetkezik, hogy L N (—m,m) nullmértékii minden m-re, igy L is. L tehdt mérték
szempontbdl kicsi, de kategéria szempontbdl nagy. Tovabbi vizsgaloddsok nyomdan az deriil ki, hogy L még egy
er0sebb értelemben is kicsi a mértékes megkozelitésbol. Vizsgdljuk L s dimenziés Hausdorff-mértékeit.

Tétel. L s-dimenziés Hausdorfl mértéke 0 minden s > 0-ra.

Bizonyitds. Elég talalnunk minden € > 0-hoz és m pozitiv egészhez olyan I,, intervallumokat, amelyekre

o0 oo
LN (—=m,m) C UI” , Z|In|s <eg, és|I | <e
i=1 i=1

Minden pozitiv egész n-re

Valasszuk n-et Ugy, hogy egyszerre teljesitse a kovetkezo feltételeket:

2 1)2°
1<5 ns>2e w<
2n= ns —2

” / p_ 1 p_ 1) o 2 <& 2
Vilagos, hogy ez megtehetd, ha n elég nagy. Ekkor a (q gt qn> intervallumok hossza o Som Seés

i iqj (2)8 3 o
n ns
q=2 p=—mq 4 q=2 4

T~ 1 1

q=2



< (2m +1)2°

< €.
ns — 2

O

Tehat L egy 0-dimenzids halmaz, viszont korabban lattuk, hogy stirti G5 halmaza R-nek, vagyis kontinuum szamossagu,
igy L példa egy olyan halmazra, amely nem o-véges a sajat dimenzidja szerint.

A Riemann-integralhaté fiiggvények tere

Egy masik fejezetben metrikus terekre lathattunk kiilonbozé példakat. Volt kozottiikk mar jol ismert, példaul a z
f : la,b] = R folytonos fiiggvények tere a szuprémum normaval illetve a véges Lebesbue-mértékii mérheté halmazok
tere, ahol a metrika o(E,F) = AME A F). Ezek teljes metrikus terek de volt példa nem teljes metrikus térre
is, pl. az [a,b]-n folytonos fiiggvények tere a o(f,g) f |f(x (z)|dx metrikdval. Egy fokkal izgalmasabb a
Riemann-integralhaté fiiggvények tere, ami egy raJta termeszetesnek tiné metrikaval énmagaban elsé kategoriaju
lesz. Erre szeretnék kitérni kicsit részletesebben.

Tekintsiik tehdt az R[a, b] Riemann integralhaté fiiggvények terét és ezen a

/ (@) — g(a)|da

tavolsdgfiiggvényt. Ez nem lesz metrika, mert ha példdul f,¢g € R[a,b] m.m. megegyeznek, akkor o(f,g) = 0.
Tekintsiik ezért R[a, b]-n a kévetkez6 ekvivalenciareldciét f ~ g <= f: |f(z) —g(x)| = 0 Ezen ekvivalenciareldciéval
valé faktorizélds utdn kapjuk az (R, o) metrikus teret. Jelolje f az f € Rla,b] fiiggvény ekvivalenciaosztalyat.
Minden pozitiv egész M-re legyen R

={f:f€R[ab]é|f| <M}

oo
Mivel minden Riemann-integralhaté fiiggvény korlatos, ezért R = U Ej. Minden fo € Ea |fo| < M-re legyen
M=1

9= fo+ (2M + 1)x1, ahol x; az indikétor fiiggvénye egy [a, b]-ben 1év6 e hosszi intervallumnak. Ekkor o f0.9) =
(2M + 1)e. Ha |f| < M, akkor |g — f| > 1 I-n, és igy a(fo, Jg) > e. Igy § e sugart kérnyezetének egyetlen eleme
sincs benne Ej-ben. Miutdn g tetszolegesen kozel vehetd fo, ebbdl adédik, hogy Ejs sehol sem siirt R-ban. Igy
R elsé kategoriaju onmagédban. Ennek kévetkezménye, hogy R nem teljes mertikus tér, hovatovabb semmilyen maés
metrikdval sem lesz teljes (ami ugyanezt a topolGgidt generdlja), hiszen a kategéria topologikus tulajdonség.

A Banach-kategoria tétel

Egy topologikus térben, aminek van megszamlalhaté bazisa vilagos, hogy els6 kategériaja nyilt halmazok csaladjanak
unidja elsé kategériajia. Tekintsiik ugyanis azon baziselemeket, amelyek részei a halmazcsalad legalabb egy elemének.
Ezek uniéja pont a halmazcsaldd unidja, igy az uniét felirtuk megszamlalhaté unidként, amibol adodik az allités.
Ez az érvelés ugyanigy miikodik mértékekre (amelyek definidlva vannak a nyilt halmazokon) is, azaz My térben
nullmértékii nyilt halmazok uniéja nullmértéki. Erdekes médon az elsé allitds igaz marad teteszoleges topologikus
térben, mig a masodikhoz mar kellenek plusz feltételek. Most csak a kategdrids éllitassal foglalkozunk.

Tétel. (Banach kategéria tétel) Tetszleges X topologikus térben elsé kategdridju nyilt halmazok tetszéleges
csaladjanak unidja els6é kategoriaja.

Bizonyitds. Legyen G az unidja elsé kategéridju nyilt halmazok egy G csalddjdnak. Legyen F = {U, : a €
A} maximélis csalddja diszjunkt nemiires nyilt halmazoknak, amelyek rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy
mindegyikiik részhalmaza G egy elemének. Ekkor a G\ |JF zdrt halmaz sehol sem siir(i, kiilonben F nem lenne

maximalis. Nyilvan minden U, halmaz is els6é kategdridjui, ezért felirhaté U, = U Ng.,n alakban, ahol N, , sehol

n=1



sem stirtt. Legyen N, = U Nq . ha egy nyilt halmaz metszi N,,-t, akkor azt megteszi valamely N, ,-ben és igy
acA
létezik egy nemiires V.C (UNU,) \ Nan- Igy V. C U\ N, és igy N, sehol sem siirl. Tehdt

(@

Gc(G\JRAuvlJU.=@\|JF)u

acA n

Np
1

els6 kategdriaju.
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