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Megoldasi otletek

Feladat. Ha A, B C R Lebesgue-mérhet6é halmazok, melyekre
A(A), A\(B) > 0, akkor van olyan x € R, hogy A\(AN (B + x)) > 0.

Otlet: Megfelel6 sikbeli halmaz definidldsa és mértékének kiszamitasa
Fubini-tétellel kétféle médon is.

Feladat Legyenek 11,1, ... végesen additiv halmazfiiggvények az A
gytrin. Ha egyik 1, sem azonosan nulla, akkor az alabbi allitdsok legalabb
egyike igaz:

(i) Vannak paronként diszjunkt A, Ay, ... € A halmazok és kiilonbozd

ni, no, ... indexek tgy, hogy ¥,(Ai) # 0 minden i = 1,2, ...-re.

(ii) Van olyan A € A halmaz, hogy ¥,(A) # 0 végtelen sok n-re.

Otlet: Definiadljunk egy olyan halmazrendszert, amely "szépen viselkedik’”,
azaz minden j < j parra A;NA; =0, vagy A; D A;, majd alkalmazzuk a
végtelen Ramsey-tételt
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Megoldasi otletek

Feladat Legyen (X, A, 1) mértéktér, A€ A, és f : A — R integrdlhatd.
Minden ¢ > 0-hoz |étezik olyan § > 0, hogy ha B C A, B € A és
p(B) < 6, akkor [ |fldu < e.

Otlet: Korlitos fiiggvényre trividlis az 4llitas, az altaldnos esetben
tartsunk korlatos fiiggvényekkel pontonként f-hez.

Feladat Legyen f : [a, b] — R folytonos. Minden y € R-re jeldljiik
N(y)-nal f~1(y) szamossagat, ha ez véges, illetve legyen N(y) = oo, ha
f~1(y) végtelen. Mutassuk meg, hogy az N fiiggvény Borel-mérheté R-en,
és [, NdX\ = V(f;[a, b]).

Otlet: Megfelel6 felosztasokat vizsgdlva, az osztdintervallumok képeinek
karakterisztikus fliggvényeinek Osszegei pontonként tartanak N-hez.
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Abszolut folytonossag

Ha f : [a, b] — R abszolit folytonos, akkor (N) tulajdonségu.

Ha az f : [a, b] — R fiiggvény abszoluit folytonos, akkor (S) tulajdonsagu.

Legyen f : [a, b] — R folytonos. Az aldbbi allitdsok ekvivalensek:
(i) Az f fiiggvény (S) tulajdonsagu.

(i) Az f figgvény (N) tulajdonsdgu, és m.m. értéket csak véges sokszor
vesz fel.

Az f : [a, b] — R fiiggvény akkor és csak akkor abszolit folytonos, ha

folytonos, korlatos véltozasu, és (N) tulajdonsdgi. (Banach és Zareckij
tétele)
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Liouville szamok

A x € R szdmot Liouville-szamnak hivjuk, ha irraciondlis és minden pozitiv
p 1

z——| > —n

q

Bizonyos értelemben nagy, mds értelemben pedig kicsi halmaz.

egész n-re léteznek p és g > 1 egészek, hogy

Siirli Gs halmaz, azaz rezidudlis, de 0-mértékii. Sét a
Hausdorff-dimenzidja is 0, annak ellenére, hogy kontinuum szamossagu.
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Riemann-integralhaté fuggvények

Rla, b] az [a, b] intervallumon Riemann- integrélhaté fliggvények tere, ezen
tavolsagfiggvény a o(f, g) f |f(x) — g(x)|dx.

Lefaktorizalds utdn metrika, (R, o) metrikus tér.

Epm = {f : f € R[a, b] és |f| < M} sehol sem siirii halmazok.

(o]
Ekkor R = | J Ew els kategériaju.
M=1
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Banach kategéria-tétel

Tétel. (Banach kategdria tétel) Tetszéleges X topologikus térben elsé
kategdridju nyilt halmazok tetszdleges csaladjanak unidja elso kategdridju.

A triikk az, hogy ha vessziik {U, : a € A} els6 kategdridju nyilt halmazok
[o.¢]

maximalis diszjunkt rendszerét, és az U, = U Na,n felbontdsukat, ahol

n=1
N,.n sehol sem siirii, akkor a-k helyett n-ekre uniézva is els6 kategdridji

halmazt kapunk, viszont igy csak megszamldlhaté sokat.
Mértékelméleti megfeleldje is van a tételnek, viszont ahhoz tovabbi

feltételek kellenek, mégpedig azok, hogy metrikus térben legyiink és a nyilt
halmazok rendszerének szdmossdga ne legyen mérhetd.
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