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1. Bevezetés

Az egyéni kutatomunkamat a https://cstheory.stackexchange.com (a pontos cimért lasd
[1] forras) cimen taladlhato egyik kérdés, és annak vilaszai alapjan végeztem. Sajat eredményt
nem értem el, csak egy ennél hosszabb dokumentumban 6sszefoglaltam magyarul, részletesen
a kérdésre vonatkozo allitdsokat és azok bizonyitésait. Ez az iras az emlitett dokumentumnak
a rovid osszefoglalasa (a bizonyitasok kihagyéasaval).

Tegyiik fel, hogy tudunk generalni egyenletes eloszlasban véletlen egész szamot [1,2"]-
bél. A célunk az, hogy adjunk egyenletes eloszlasban egy egész szamot [1,3]-bol. Itt ponto-
san egyenletes eloszlasra gondolunk, nem csak %—es kozelitéssel. Lehetséges-e ez polinomialis
idében? Konnyen lathato, hogy ha a varhaté idérél szeretnénk, hogy polinomiélis legyen,
ez lehetséges, ezt biztositja az alabbi

1.1. Allitas. A fenti probléma megoldhaté varhato polinomiélis idben.

Bizonyitds. Két eset van: ha n péros, akkor 2" — 1 oszthaté harommal, tehat ekkor a ko-
vetkez§ a stratégia: legyen a generalt szamunk k. Ha k < 2", akkor az outputot gy kapjuk
meg, hogy redukaljuk k-t modulo 3, és hozzdadunk 1-et. Ha pedig k = 2", akkor eldlrél
kezdjiikk az algoritmust, vagyis djra generalunk. Ha n péaratlan, akkor ugyanezt csinaljuk,
azzal a kiilonbséggel, hogy 2™ és 2" — 1 esetén egyarant tjrakezdjiik az algoritmust. O

Varhato polinomiélis idében tehéat konnytd megoldani ezt a feladatot. Mi a helyzet akkor,
ha legrosszabb esetben is polinomialis id6ben szeretnénk generalni a véletlen szamunkat?
Persze ekkor a fenti algoritmus nem lesz segitségiinkre, hiszen az szélsGséges esetben akar a
végtelenségig is futhat. S6t, az fog kideriilni, hogy a probléma oszthatésagi megfontolasokbol
megoldhatatlanna valik ekkor. Ennek bizonyitdsdban segit az alabbi trividlis

1.2. Megjegyzés. Vilagos, hogy az alabbi feladatok ekvivalensek:
(i) Egyenletes eloszlasban generalunk egy véletlen egész szamot [1,2"]-bol.
(ii) Egyenletes eloszlasban generalunk egy véletlen egész szamot [0,2")-bél.

(i) {0,1}-bol n db értéket egyenletes eloszlasban, egymastol fiiggetleniil generalunk (azaz
n db bitet generalunk).

1.3. Allitas. Oszthatosagi megfontolasok miatt nem tudunk a fenti orakulum segitségével
egyenletes eloszlasban véletlen egész szdmot generalni 1 és 3 kozott ugy, hogy a futési idét
egy véges szammal korladtozzuk.


https://cstheory.stackexchange.com

Ezen a ponton tgy tiinik, hogy a kérdéssel kapcsolatban mindent megvalaszoltunk. Ez
szigorian véve igy is van, viszont felmeriilhet benniink egy mésik gondolat:

1.4. Kérdés. Tegyiik fel, hogy tudunk generalni egyenletes eloszlasban véletlen egész szamot
[1,2"]-bdl, és kapunk egy nehéz problémat. A célunk az, hogy vagy oldjuk meg a nehéz
problémat, vagy adjunk egyenletes eloszlasban egy szamot [1,3]-bol.

Ezzel kapcsolatban meg is fogalmazhatjuk az alabbi definiciot. A benne szerepld fiigg-

vényprobléma kifejezés formalis definicidja a kovetkezd fejezetben taldlhato, egyelére lehet
ra ugy gondolni, mint az elzs [I.4] kérdésbeli nehéz probléma.

1.5. Definicié (GEN-3). Az R fiiggvényprobléma GEN-3 osztélyban van, ha az el6z6
kérdés igaz ré, azaz: létezik algoritmus, mely egy = input esetén

e vagy outputként ad egy y elemet, melyre R(x,y) igaz;

e vagy egyenletes eloszlasban general egy egész szamot [1,3]-bol.

Miféle nehéz problémara gondolunk itt? Ez sokminden lehet, példaul SAT eldontése egy
adott inputon, vagy akar egy egész szam primekre bontasa. A célunk az, hogy megfejtsiik,
hogy milyen fajta problémak esetén oldhatoé meg a feladat, azaz mely feladatok vannak a
GEN-3 osztalyban.

1.6. Példa. Ha az [I.4tben a nehéz probléma egy egyiranyd permutécio dekodolasa, és n
paros, akkor a kovetkez§ a megoldéas. Legyen

fe{1,2,...,2" > {1,2,...,2"}

egyiranyt premutacio, és inputként kapunk egy f(x)-et. Generaljunk egy r véletlen szamot
[1,2"]-bsl. Ha f(r) = f(x), akkor készen vagyunk: outputunk r, megoldottuk a nehéz
problémat. Ha nem, akkor véletlen szdmot generalunk a kévetkezd modon:

output - {f(r) (mod 3),  ha f(r) < f(x)
J(r)=1 (mod 3), ha f(r)> f(x)

(itt a mod 3 mtveletet ugy értjik, hogy az {1,2,3} halmazbdl az a szdm, melynek azonos
a maradéka). Ekkor konnyen lathato, hogy f(r) # f(x) esetén [1,2" — 1]-bdl fog egyenletes
eloszlasban kikeriilni az, amit utdna mod 3 vesziink. Ez pedig megfelels, hiszen 2" -1
oszthato 3-mal (feltettiik, hogy n paros).

A dolgozatban az alabbi eredmények talalhatoak.
Tétel. PPA-3 ¢ GEN-3. Ez a[3.5 kovetkezményként szerepel a[d] oldalon.

Tétel. Ha SaT-ot fiiggvényproblémaként tekintjiikk (a tant keresése a cél), akkor SAT ¢
GEN-3, feltéve, hogy NP # co-NP. Ez a[L.]]szamu allitas, és az[5] oldalon van.

Tétel. Ha R € TFNP olyan, hogy minden z input esetén a megoldasok szamat el6re tudjuk,
és 3-mal nem oszthatoé szamu megoldas van, akkor R € GEN-3. Ez az szamu allitas az
Bl oldalon.

Tétel. Legyen R € TFNP, és p(n) egy polinom. Tegyiik fel, hogy minden x input esetén
legfeljebb p(|x|) db megoldéas van z-re. Ekkor R € GEN-3. Ez a allitas a dolgozatban,
és affl oldalon talalhato.



2. Figgvényproblémak

Ebben a fejezetben tesziink egy kis kitérst, hogy megismerkedjiink a fiiggvényproblémaéakkal.

2.1. Definicio. Vegyiik egy R(x,y) binaris relaciot, melyre minden z esetén y legfeljebb
polinomialisan hosszabb, mint x. Egy T Turing-gép kiszdmolja R-et, ha teljesiil minden x
inputra a koévetkezd:

e ha Jy, hogy R(z,y) igaz, akkor T" outputként ad egy ilyen y-t;
e ha nincs ilyen y, akkot T elutasit.

Egy fiigguényprobléma egy ilyen R kiszamoldsa. Ha van egy polinomialis futési idejd T’
Turing-gép, mely kiszamolja R(x,y)-t, akkor R az FP fiiggvényosztalyban van. Ha ez nem
feltétlentil teljesiil, viszont egy Turing gép minden x,y par esetén eldonti, hogy R(z,y)
igaz-e, akkor R polinomidlis reldcio, és az FINP fiiggvényosztalyban van.

2.2. Definicio (TFNP). Egy R € FNP fiiggvényprobléma teljes, ha minden z esetén létezik
y, melyre R(z,y) teljesiil. Az ilyen fiiggvények osztalyat TFINP-nek nevezziik.

2.3. Definicié (Polinomiélis visszavezetés). Legyen R, Q € TFNP. Ekkor R visszavezethetd
Q-ra (jel: R < @), ha létezik f: 35 - 3j és g: X x £ - X polinomialisan kiszamithato
fliggvények, tovabba minden x,y esetén:

Q(f(x),y) = R(x,g9(z,y)).

2.4. Megjegyzés. Konnytd meggondolni, hogy GEN-3 zart a polinomialis visszavezetésre
a kovetkezG értelemben: ha @@ € GEN-3, és R < @), akkor R € GEN-3.

2.5. Definicio. Két TFNP-beli fiiggvényprobléma polinomialisan ekvivalens egyméssal,
ha egymésra visszavezethetGek.

3. PPA-3

PPA-3 egy bonyolultsagi osztaly, alabb leirjuk a klasszikus definiciojat ([3] cikk szerint).

Tekintsiik a kévetkezd A problémat. Adott egy T polinomiélis (determinisztikus) Turing-
gép, és egy p(y) polinom. Legyen x egy input A-ra. A konfigurdcick tere legyen C(x) =
Eép(\xl)’ vagyis a legfeljebb p(|z|) hosszusagu szavak halmaza. Ha ¢ € C(x) egy konfigu-
racio, akkor T' kiszamol O(p(n)) id6ben egy T'(z,c) halmazt, melyben polinomialisan sok
konfiguracio talalhat6. Definialjunk egy grafot a C'(z) halmazon. A [c,c] élet huzzuk be
pontosan akkor, ha c € T'(z,c) és ¢’ € T(x,c) egyszerre teljesiil. Szeretnénk, hogy a grafunk
péros legyen. Ezt ugy hajtjuk végre formélisan, hogy a 0-val kezd6d6 csucsok, és az 1-gyel
kezd8dd csiicsok legyenek a két cstcshalmaz. Vagyis azt akarjuk, hogy ha ¢ 0-val kezdd-
dik, akkor a T'(x,c)-beli csucsok 1-gyel kezdédjenek, és forditva. Tehat, ha taldlunk ¢, ¢
part, hogy mindketts 0-val kezdsdik (vagy mindketts 1-gyel kezdsdik), és [¢,c'] él be van
hazva, akkor ezt a part is elfogadjuk az A probléma megoldasaként (hiszen megsérti azt a
varakozasunkat, hogy a graf paros legyen). Most tegyiik fel, hogy T'(x,00...0) = {11...1}, és
00...0 € T(z,11...1), igy 00...0 egy levél. A feladatunk, hogy taladljunk egy maésik csicsot,
melynek foka nem oszthat6é 3-mal.



3.1. Definicié (PPA-3). A PPA-3 azon problémak halmaza, melyek a fenti alakra hozha-
toak, arra visszavezethetGek.

Roviden a fenti problémat a kovetkezSképpen lehet megfogalmazni: adott egy polinomi-
alis futasi ideji Turing-gép, mely egy paros grafot reprezental, és a grafban adott egy csucs,
melynek foka nem oszthatd 3-mal. Feladatunk, hogy talaljunk egy mésik ilyen csicsot.

Persze a definicidban nem pontosan ezt mondtuk, hiszen ott egy levelet adtunk meg,
mely specialisabb, mint egy cstics, melynek foka nem oszthaté 3-mal, azonban konny érvelés
bizonyitja, hogy a kettd ekvivalens.

3.2. Megjegyzés. Fennall PPA-3 c TFNP, a kivetkezd okbol. Ha a 1étrejovs graf paros,
akkor van benne egy levél (a 00...0), aminek a foka nem oszthat6 3-mal. Péaros grafban ekkor
mindig van legalabb egy masik ilyen cstcs, tehat ekkor van megoldas. Ha a létrejovs graf
nem paros, akkor van egy c,c’ par, mely ezt tanusitja, ez szintén megoldés.

Az fog kideriilni, hogy a PPA-3-beli problémék mind olyanok lesznek, melyek esetén az
Kérdésre igenld valaszt kapunk, azaz PPA-3 ¢ GEN-3. Ezt azonban nem kozvetleniil
bizonyitjuk be, hanem bevezetiink egy ekvivalens definiciot PPA-3-ra.

3.3. Allitas. Az alabbi 3 probléma péaronként polinomialisan ekvivalens egymassal:

(i) Adott egy polinomialis futasi ideji Turing-gép, mely egy paros grafot ir le, melyben
adva van egy csucs, melynek foka nem oszthaté 3-mal. Keressiink egy mésik ilyen
csucsot! (Ez a fentiek alapjan ekvivalens a definialt PPA-3-teljes problémaval).

(ii) Adott egy polinomialis Turing-gép, mely egy iranyitott grafot reprezental. Ebben a
grafban adott egy csucs, melynek kifokabol a befokat kivonva (ezt a cstics egyensilyd-
nak nevezziik) 3-mal nem oszthato szamot kapunk. Feladatunk, hogy talaljunk egy
maésik ilyen cstcsot.

(iii) Adott egy (polinomialis) Turing-gép, mely kiszamol egy f: {1,2,....,2"} - {1,2,...,2"}

figgvényt, melyre f2 =id. Feladatunk f egy fixpontjanak megtalalasa.

3.4. Kovetkezmény. A kidvetkez6 problémara polinomialisan visszavezethetd feladatok osz-

talya megegyezik PPA-3-mal:
Legyen az abc binaris: ¥ = {0,1}. Igy minden sz6 tekinthet§ 2-es szamrendszerbeli
szamnak. Legyen x az input, hossza n. Adott egy f(x,y) polinomialisan kiszamithato
fiiggvény, és egy p polinom tugy, hogy (m = p(n) jeloléssel) az

y~ f(z,y)

fiiggvényre teljesiil, hogy X{'-be képez (vagyis igazabdl f, : £ - X", a fenti megfelel-
tetéssel f : [0,2™) — [0,2™) irhato), valamint f,(fz(fz(y))) = y minden y € [0,2™)
esetén.

Az output:
e vagy egy y fixpont, melyre tehat f.(y) =y;

e vagy egy y € [0,2™), mely tantsitja, hogy f, nem megfelels: f3(y) # y, vagy
fz(y) > 2™ valamelyike teljestil.

3.5. Kovetkezmény. PPA-3 c GEN-3.



4. NP-teljes feladatok

Eddig olyan problémékat lattunk, melyekrsl belattuk hogy GEN-3-ban vannak. Most for-
ditva futunk neki: megmutatjuk, hogy nem minden FNP-problémara igaz ez, feltéve, hogy
NP # co-NP (amely nyitott kérdés).

Na de mit is jelent jelen helyzetben az, hogy NP-teljes probléma? Most fiiggvényproblé-
mékkal foglalkozunk, az NP pedig nyelvosztaly. A kovetkezé modon lehet ezt érteni. Mint
ismert, egy nyelv NP-beli volta megfogalmazhat6 polinomiélis tanik segitségével: ha van
egy L € NP nyelviink, akkor létezik egy R(z,y) polinomiélis reléci6 (1asd [2.1] definici6), hogy
x €L <= Jy:R(x,y). Ez a leiras méar latszik, hogy egy fliggvényproblémat rejt magaban:
feladatunk, hogy minden x esetén keressiik meg azt az y tanut, mely mutatja, hogy x € L,
vagy pedig irjuk ki, hogy x ¢ L.

4.1. Allitas. Legyen R(x,y) a SAT-ot leird polinomialis relacio: egy x Boole-formulara és
egy y kiértékelésre akkor és csak akkor igaz R(x,y), ha az x formula az y kiértékelés mellett
"igaz" értéket vesz fel. Tegyiik fel, hogy R € GEN-3. Ha ez igaz, akkor NP = co-NP.

4.2. Megjegyzés. Hasonl6 érveléssel az allitds megfogalmazhaté minden NP-teljes prob-
lémaéra.

5. Komplexebb TFNP-beli problémak

Ebben a fejezetben a megoldasok szamarol tesziink fel kiilonb6z6 dolgokat, és ezekbdl pro-
baljuk levezetni egyes problémak GEN-3-beli voltat.

5.1. Allitas. Ha R ¢ TFNP, és minden x esetén eldre tudjuk, hogy hany y esetén teljesiil
R(x,y), tovabba az ilyen y-ok szdma nem oszthato 3-mal, akkor R € GEN-3.

Nagy megkotés ennél az allitasnal, hogy elére tudnunk kell a megoldasok szamat. Ki-
jon viszont ebbdl egy masik eredmény, melynél egy mésfajta korlat érvényes a megoldasok
szamat illetGen. El6bb azonban ehhez kimondunk egy lemmat.

5.2. Lemma. Legyen R € TFNP, és ehhez x egy input. Jeloljiik ehhez a megoldasok szamat
sy-szel. Tegyiik fel, hogy s, feliilr6l becsiilhets o hosszanak egy polinomjéaval (legyen ez a
polinom ¢), tovabba mindig ismerjiik s,-et elére. Ekkor R € GEN-3.

5.3. Megjegyzés. A fenti lemma bizonyitésa hasonlit a |2| cikkbeli 3. tétel bizonyitasahoz.

5.4. Megjegyzés. Ez a lemma annyival tud tobbet az el6z§ allitdsnél, hogy nem kéveteljiik
meg, hogy a megoldasok szama ne legyen oszthat6é 3-mal, viszont ennek ara az, hogy csak
polinomialis lehet a megoldasok szdma.

Az alabbi allitasban a lemmaéval ellentétben méar nem kell tudnunk, hogy hany megoldés
van, csak annyit, hogy legfeljebb polinomialisan sok.

5.5. Allitas. Ha R € TFNP olyan, hogy minden z esetén a megoldasok szama feliilrsl
becsiilhets = hosszanak egy polinomjaval (legyen ez a polinom ¢), akkor R € GEN-3.
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