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Bevezetés

Jelen dolgozat célja az extrémérték-elmélet mddszereivel modellezni
tézsdeindexek extrém veszteségeit. Az elsé fejezet a Dow Jones Ipari Atlag és
Dow Jones Kozszolgéltatoi Atlag extrém veszteségeit vizsgalja, kilonos tekin-
tettel arra a kérdésre, hogy homogénnak tekinthetéek-e az egyes adatsorok. Fz a
vartndl bonyolultabb kérdésnek bizonyult. A mésodik fejezet a két tézsdeindex
egyliittes elemzését targyalja. Az elsd fejezet varatlan terjedelme miatt, csak
gazdasagi valsdgok detektalasra jutott id6é a masodik fejezetben.

1. A marginalisok elemzése

1.1. A cél

Rendelkezésiinkre allnak 1970-t61 a Dow Jones Ipari Atlag (DJIA) és 1997-t61
a Dow Jones Kézszolgaltatéi Atlag (DJUA) napi arfolyamai. Ebbé] képezziik
a napi negativ loghozamokat, majd blokkmaximumot vesziink (ily mdédon a
nagy veszteségeket vizsgaljuk). Altaldnosan egy tetszoleges adatsorra a blokk-
maximumok legyenek X1, Xo,..., Xn. Megfelel§ blokkméret esetén felthetjiik,
hogy X; ~ GEV (us, 01,&). Azonban g, o4, & nem konstans paraméterek. Azt
gondolhatjuk, hogy 3 1 = t1,ts,...,t,, = N idopontok, melyek mellett u;, o, &
konstans, ha t € [ty, t+1—1]. Tovdbb4 feltételezhetjiik, hogy barmely idépontot
elhagyva, mar nem teljestil, ez a szakaszonkénti homogenitds. Célunk becslést
adni ezekre az id6pontokra, valamint a paraméterekre az egyes intervallumokon
beliil. Tehat azonos eloszlasi részekre szeretnénk osztani a minténkat.

1.2. A hipotézisvizsgalat

Legyen [s,t] egy adott szakasz. A nullhipotézis (Hy) legyen az, hogy azonos
GEYV eloszlasu a szakasz, azaz

st Xs+17 cey Xy~ GEV(,U/707£)

valamilyen p, £ € R és 0 € Ry paraméterekre. Az ellenhipotézis pedig legyen
az, hogy két kiilonboz6 GEV eloszlasi részre bonthaté a szakasz, azaz 3 u* €



[s+ M,t — M] NN, melyre
Xsa Xerlv cee vXu* ~ GEV(NJIvJ/ag/)
Xu*-‘rla Xu*-‘rQa s 7Xt ~ GEV(‘UN, O-Na 5”)

valamilyen p/,p”’ &," € R és o’',0” € Ry, a (0 # p’, o # 0", & #¢&")
relacidk koziil legaldbb egyet teljesité paraméterekre. Azért a [s + M,t — M)
intervallumon keressiik w*-t, mert a felosztds eredményeként nem akarunk tul
kicsi intervallumokat kapni, valamint til kevés értékre nem érdemes eloszlast
illeszteni. M alkalmas megvélasztasa is a feladatunk lesz.

frjuk fel a megfelel6 loglikelihoodok kiilonbségét. Legyen

t
lp = max { > In(fuoe(X:) R0 € R+}

=5

Régzitett u € [s + M, t — M] NN mellett legyen

ll(u = max{Zln fM o’ 5 Z 11’1 fH” o’ 5//( )) :

=5 i=u+1
php', & eR 0’0" € R+}

Tovabba legyen i1 = max{li(u) : u € [s + M,t — M] NN}, u* = argmax!; (u),
I* =1y —lp. Az optimalis u* osztéindex is egy paraméter, amit becsiilniink kell,
igy nem alkalmazhaté a likelihood-hdnyados statisztikara vonatkozd aszimpto-
tikus eredmény. Tehdt nem igaz, hogy 2I* ~ x3 aszimpotikusan. fgy a p-érték
meghatarozasahoz szimulaciés moédszerekhez folyamodunk.

1.3. A szimulaci6

Legyenek X1, Xo,..., XNy ~ GEV (u,0,&) valészin(iségi valtozok. Vizsgdljuk,
hogy az ezekbdl szamolt [* statisztika eloszlasa fiigg-e p,0,& és N értékétol.
Nézzlink egy konkrét, az adatsor alapjan redlis példat. Legyen pu; = 0,07 =
0,001,& = 0,3 és Ny = 150. Valamint legyen ps = 0,1,02 = 0,02, = 0,6 és
Ny = 75. Szimuldljunk mindkét paraméter-négyes mellett 1000 adatsort, majd
szamoljuk ki mindegyik szimulalt sorozatra a megfelel6 [*-statisztikat. A kapott
két adatsorra igy alkalmazhatunk egy x? homogenitds vizsgalatot. Itt minden
észszerti csoportszam mellett p < 1072 adddik, igy hatdrozottan elutasithaté a
homogenitas hipotézise.

Legyenek adottak X, Xsi1,..., X és tekintsiik az el6z6 alfejezetben leirt
nullhipotézist és ellenhipotézist. Szamoljuk ki a mintara az [*-statisztikat.
Célunk szimulaciéval meghatdarozni az [*-probastatisztika p-értéket. Legyen
6 = (i, ,E) a Hy-beli kozos p, o, £ paraméterekre kapott ML becslés, T pedlg
a paraméterekre a Fisher-féle informdaciés matrix. Generdljunk N (9, I~ (9)) el-
oszlassal n-szer véletlen u, o, £ paramétereket és ezen paraméterekkel generaljunk



t—s+1 hosszi adatsorokat. Mind az n adatsorra szamoljuk ki az [*-statisztikat.
Ha az i. generalt adatsorbdl kapott [*-statisztikat [} jeloli, akkor a becsiilt p-
érték p = %Z:’L:l I(1* <1¥).

1.4. Az algoritmus

Definicié. Egy [s, t] szakaszt nevezzink homogénnak, ha ott elfogadhaté Hy az
l*-proba alapjin. Valamint nevezzik inhomogénnak, ha Hy elutasithato
Definicié.  Legyen U = {uy,us,...,u,} osztépontok egy halmaza. Nevezziik
U-t elfogadhatonak, ha Vi =1,2,...n — 1 esetén [u;, u;+1] homogén. Valamint
nevezziik U-t minimdlisnak, ha Vi =1,2,...n — 2 esetén [u;, u; 2] inhomogén.

Célunk minimalis elfogadhatd U-t talalni. Legyen H egy olyan fliggvény,
mely adott U indexhalmazt elfogadhatova tesz, oly médon, hogy addig boviti
a halmazt az optimalis u* indexekkel, amig az elfogadhaté nem lesz. M pedig
legyen egy olyan fliggvény, mely adott U-nak eltavolitja a folosleges indexeit,
azaz minimdalissd teszi azt. Az algoritmus sordn eltdroljuk minden [u;, u;y1] és
[t;, uit2] intervallum p-értékét, igy M és H gyorsabban lefut. H algoritmusa:

1. 1épés: Megnézziik U-nak eddig mely [u;, u;41] intervallumjdnak p-értéke
ismert, amelyiknek nem ismert, annak kiszamoljuk.

2. 1épés: HA Vi [u;, u;y1] p-értéke > o, AKKOR VEGE

EGYEBKENT: k* := argmin (k — [ug, ugy1]-nak a p—értéke)

U = U U {[ug~, ug++1] u* indexe}

VISSZA az 1. 1épéshez

Minden tj index utdn U-nak legfeljebb 2 0j [u;,u;41] szakasza lesz csak,
igy H-nak esetleg az elso iteracié kivételével minden 1. Iépésben legfeljebb 2
szimulaciot kell végeznie. M algoritmusa:

1. 1épés: Megnézziik U-nak eddig mely [u;, u;4 o] intervallumjdnak p-értéke
ismert, amelyiknek nem ismert, annak kiszamoljuk.

2. 1épés: HA Vi [u;, u;y2] p-értéke < o, AKKOR VEGE

EGYEBKENT: k* := argmaz (k — [ug—1, ugt1]-nek a p—értéke)

U:=U\ {ug-}

VISSZA az 1. 1épéshez

Minden elhagyott index utdn U-nak legfeljebb 2 1j [u;, u;42] szakasza lesz
csak, igy esetleg az els6 iteracid kivételével M-nek minden 1. lépésben legfeljebb
2 szimulaciot kell végeznie. A {6 algoritmus:

1. lépéSZ Z/ﬁ = UQ = {1,N}

2. 1épés: Uy := U, Uy := M(H(Z/{g))

3. lépés: HA Uy = Uy, AKKOR VEGE

EGYEBKENT: VISSZA a 2. 1épésre

Ha leall az algoritmus, akkor biztosan minimalis elfogadhaté felosztast ad.
Az eljaras a bindris CPD (Change Point Detection) algoritmusok csalddjaba
sorolhatd, melyek lehetséges javitdsairdl [1] is ir. Egy lehetséges viltoztatds
az lehet, hogy a szétvalasztdsi probaknal figyelembe vessziik U elemszamat és



nagyobb || értékek esetén csokkentjiik a préba szintjét. Ezzel kevésbé siirti
felosztasokat fogunk kapni. Egy masik lehetséges finomitds [* helyett vala-
mi mds homogenitdst jellemz8 A(I) mérészdm bevezetése, oly médon Iy és
I, intervallumok esetén A(I1) + A(I2) = A([1 U Ip) teljesiiljon. Ez az additi-
vitas 1ényegesen gyorsabba tenné az algoritmust, ugyanakkor az egyes probak
gyengébbek lennének.

1.5. Az eljaras eredménye

Az eredményt befolydsolja a blokkok (konstans) B elemszdma, a minimdlis meg-
engedett M intervallumhossz és a préoba « szintje. Tovabba azt is meg kell
adnunk, hogy hany szimulaciét végziink, ez a szam a tovabbiakban n = 1000.
A kapott eredményt az aldbbi tablazat foglalja Gssze, ahol B = 20 és M = 24.
Vagyis havi maximum mellett a megengedett minimalis intervallumhossz 2 év
volt. A vélasztas oka az, hogy B = 10 esetén nem addédtak redlis eredmények.

Adatsor «@ kapott intervallumok széama
DJTA 0,01l |2
DJIA 0,05 3
DJUA 0,01 1
DJUA 0,05 1

Az o = 0,01 szint mellett a DJIA adatsor egyediili osztépontjanak 1986
adédik, az 1997-t6l vizsgalt DJUA adatsort pedig egydltaldn nem osztja fel
az algoritmus. Tehat ilyen szignifikancia mellett 1997-t6] napjainkig azonos
eloszlasunak tekinthet6 a DJIA és DJUA is. Ezen az idéintervallumon a ML
becslés eredményét az alabbi tdblazat foglalja Gssze:

Adatsor il G 13 5% VaR 1% VaR
DJIA 0,0133 | 0,0076 | 0,2430 | 0,1057 0,1692
DJUA 0.0146 | 0.0074 | 0,2522 | 0,1020 0,1607

A VaR paraméterei évben értendéek. Szdval példdul az 1% VaR az veszteség,
amit atlagban minden 100. évben haladunk csak meg.

Ellenorzésképpen vizsgéljuk azt a nullhipotézist, hogy 1997-t61 napjainkig a
két adatsor GEV eloszlasu a kapott paraméterekkel. Anderson—Darling prébaval
rendre p = 0,685 és p = 0,735 adédik. Tehat elfogadhatd mindkét nullhipotézis.

2. Tobbdimenzids elemzés

Ezek utan ratérhetiink a DJUA és DJTA adatsorok egylittes elemzésére. Lattuk
az eléz6 fejezetben, hogy 1997-t6] napjainkig homogénnak tekintheté6 mindkét
adatsor. Transzformaljuk az adatsorokat standard Frechet eloszlasuva. Ezutan
egylittes eloszlasukat probaljuk meg a tobbek kozott [2] dltal is targyalt Gumbel

(logisztikus) eloszldssal modellezni. Azaz G(x,y) = e:cp( - (x_l/(’ + y_l/")a)
alakban keressiik az egyiittes eloszlasfiiggvényt. Itt a az Osszefiiggés mértékét
kvantifikdlja: o = 0 a teljes Gsszefiiggés, o = 1 a fliggetlenség.



2.1. Valsag detektalasa

Prébéljunk meg gazdasagi valsagokat detektalni a két tézsdeindex egyiittes vi-
selkedésének vizsgalataval. FErre a feladatra az el6zd algoritmus még nem bi-
zonyult alkalmasnak, tovabbi finomitdsok sziikségesek. Az algoritmus siker-
telenségének oka az lehet, hogy valsdgok detektalasanal természetesebb lehet
a harom részre osztas ellenhipotézise. Legyen adott a standard Frechet mar-
gindlisi 71, Zs, . .., Zn kétdimenziés sorozat. Hasonléan az eddigiekhez legyen
[s,t] egy adott szakasz. A nullhipotézis legyen az, hogy azonos Gumbel eloszlisi
a szakasz, azaz

Zsy Zsity -y Zy ~ Gumbel(a)

valamilyen o € [0,1] paraméterrel. Az ellenhipotézis pedig legyen az, hogy
hérom részre bonthaté a szakasz a kvetkezéféleképpen: I u* € [s+M, t—M]NN,
melyre

Zs; Zs+17 SERE) Zu*,Zu*+K7 Zu*-‘rK—‘rla EERE) Ly~ Gumbel(a/)

Zu*+1, Zu*+2, ey Zu*JrKfl ~ Gumbel(o/’)

valamilyen o/,a” € [0,1], o/ # «” paraméterekre. Itt K egy elére meg-
hatarozott szam, mely a detektalandd vélsag hosszanak felel meg. Az el6z6 pont-
ban latott gondolatmenettel analég médon képezhetjiik az I* maximélis loglike-
lihood kiilonbséget, mely az u* és u* + K indexek mentén torténé harmadolassal
adédik. Ha kelléen nagy [*, akkor elvetjiik Hy-t. A préba p-értékét szimuldcid
segitségével hatdrozzuk meg. Legyen & a Hy-beli k6z6s paraméterre kapott ML
becslés. Generdljunk N (&, I71(&)) eloszldssal n-szer véletlen o paramétereket
és ezen paraméterekkel generaljunk ¢t — s 4+ 1 hosszu adatsorokat. Mind az n
adatsorra szamoljuk ki az [*-statisztikét. Ekkor p = L 5" T(I* <I7).

2.2. Az eljaras eredménye

Legyen most K = 24. Tovabbra is blokkmaximumokkal dolgozunk, tehét ez azt
jelenti, hogy a detektdlandé valsdg hossza 2 év. Ekkor legjobb harmadoldsnak
u* = 125 adddik, ami kozelit6leg 2007 szeptemberét jeloli ki a valsdg kezdetének.
Az [*-prébanal pedig p = 0,001 adédik. Ez alapjan hatdrozottan elutasithatjuk
a nullhipotézist. Ezen harmadolas mellett becsiilt paraméterek: a; = 0,6915 és
ag = 0,3599. Tehat valéban erdsebb Osszefiiggés adddik valsidg idején.
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