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1. Bevezetés

Az Ramsey elmélet egyik, féleg geometriai vonatkozasu kérdésekkel foglalkozé részteriilete az Eu-
klideszi Ramsey elmélet. Tipikus esetben az euklideszi sik, vagy magasabb dimenzids tér pontjait
szinezzik és egyszina konfiguraciékat keresiink. Az 1970-es években Erdés és tarsai haromrészes
cikksorozatot [14]] [15] [16] adtak ki, ezzel elinditva a szisztematikus vizsgalatokat. A témakor egyik
leghiresebb nyitott kérdése az 1950-es években megfogalmazott Hadwiger—Nelson probléma: Mennyi
a sik kromatikus szdma, azaz legkevesebb hany szinnel lehet kiszinezni a sik pontjait agy, hogy ne
legyen két egyszint pont egységtavolsagra? A pontos érték meghatarozasa meglehetésen nehéz fel-
adatnak bizonyul. Egyszert példak mutatjak, hogy hét szin elég (Isbell), de harom szin nem (Moser).
Ezen eredmények szinte a feladat megjelenésével egyidében sziilettek, mégis sokdig nem sikeriilt
javitani rajtuk. Igy nagy visszhangot keltett, mikor 2018-ban de Grey [25] igazolta, 4 szin sem elég.
Nem sokkal késébb Exoo és Ismailescu [18] djabb bizonyitast publikéltak. Igy az ismert korlatok:
5 < y(R%) < 7. A cikkek megjelenését kivetéen a témakor tjra nagyobb figyelemben részesiilt, igy
tobb Gj eredmény is sziiletett az elmilt néhany évben. A feladatot szamtalan kiillonb6z6 médon alta-
lanosithatjuk. Erdekes kérdésekhez jutunk, ha példaul az egyes szinosztalyokban kiilonbézé konfi-
guracidkat keresiink, vagy éppen egybevagosag helyett mas transzformaciékat tekintiink. Az egyik
legtobbet vizsgalt probléma a feladat magasabb dimenziés altalanositdsa. Elészor Frankl és Wilson

[22] bizonyitottak y(R™) exponencidlis novekedését. Az eddig ismert legjobb korlatok:
(1.239... +0(1))" < y(R") < (3 +0(1))"

Az als6 korlat Raigorodskii [36], a felsé6 Larman és Rogers [32]], illetve Prosanov [34] eredménye.

Az el6z6 félévben Csizmadia és Téth [10] tételén keresztiil a Hadwiger-Nelson probléméanak egy
aszimmetrikus valtozataval ismerkedtem meg. Ebben a félévben elsésorban azt vizsgaltam, hogy
a feladat hogyan 4ltalanosithaté Minkowski terekre, nagyobb hangsilyt fektetve a sikbeli esetekre.
Tovabba attekintettem az Euklideszi Ramsey elméletet meghatarozé, igynevezett Ramsey halma-
zok ismert tulajdonsagait, illetve a témakor legfontosabb kérdéseit. Feladatom annak tisztazasa

volt, hogy a Ramsey halmaz fogalmat miként lehet Minkowski terekben jo6l definialni.

2. Ramsey halmazok

Az Euklideszi Ramsey elméletben meghatarozé szerepet jatszik a kovetkezo fogalom, melyet Erd6sék

vezettek be cikksorozatukban:

2.1. Definicié (Ramsey). Egy X < R" véges halmazt Ramseynek neveziink, ha minden r = 2 egészre
létezik ng = no(X,r), hogy minden n = ng esetén R" minden r-szinezésében taldlhaté X-el egybevdgé

egyszini halmaz.



A legegyszeriibb nem trividlis példa Ramsey halmazra egy egységtavolsagra 1évé pontparbdl allé
halmaz. Valasszuk ng-at r-nek. Mivel R” minden r-szinezésében az (r + 1) pontbdl 4ll6 szabalyos
szimplex legalabb két pontja azonos szind, a halmaz valéban Ramsey. Hasonlé meggondolés alapjan

minden szabdlyos szimplex Ramsey. A Ramsey halmazok fontos tulajdonsagat irja le a Szorzas-tétel:

2.1. Tétel (Szorzas-tétel). Legyenek K1 SR" és Ko €R™ Ramsey halmazok.

Ekkor K1 xKg :={(x1,...%Xn,Y1,---Ym) | (x1,...x,) €K1,(y1,...ym) € Ko} SR"*™ is Ramsey.
2.1. Kovetkezmény. Minden tégla Ramsey.

Egy Ramsey halmaz minden részhalmaza is Ramsey, igy ha X egy tégla részhalmaza, akkor X is
Ramsey. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy példaul a derékszogii haromszogek Ramsey halmazok, hi-
szen egyetlen pont hozzavételével kiegészithetoek téglalappa. Kérdés, milyen halmazokra igaz még,
hogy pontjaik egy téglatest csicsainak részhalmazat alkotjak. Alljon X < R” (n+1) altaldnos helyzett
pontbdl. Ahhoz, hogy X pontjai kiegészithetoek legyenek egy tégla csiicshalmazava, egy sziikséges
feltétel, hogy X semelyik 3 pontja se hatarozzon meg derékszognél nagyobb szoget. Ez a feltétel
n < 3 esetben elégségesnek is bizonyul, igy minden hegyesszogli haromszog Ramsey. Mi a helyzet a

tompaszogl haromszogekkel? A kérdést Frankl és Rodl valaszoltak meg:
2.2. Tétel (Frankl-Rodl [20]). Minden hdromszég Ramsey.

Bizonyitasuk 3 1épésbél 4ll. Eloszor a Ramsey-tétel [38] segitségével a v2¢, v/2t, V8t —6 oldala héa-
romszogekrél mutattdk meg, hogy Ramsey halmazok. Megfigyelhet6, hogy ahogy ¢ tart végtelenhez,
ugy a két révidebb oldal altal bezart szog 180°-hoz tart. A 2. 1épésben megmutattak, hogy egy egyen-
16szard haromszog bedgyazhaté egy v2¢, v2¢, v8i—6 oldali hdromszog és egy megfelelé hosszi
intervallum szorzataként eléallé hasabba. Igy a Szorzas-tétel alapjan minden egyenl6szard ha-
romszog Ramsey. A 3. lépésben hasonld, kicsit tritkkésebb konstrukciéval igazoltak, hogy minden

haromszog Ramsey.

Nagyobb elemszamu Ramsey halmazokra csak kevés példa ismert. Ki#iz [29] tétele alapjan minden
szabéalyos sokszog, példaul a szabalyos 6tszog is Ramsey.

A Ramsey halmaz definicigjaban szerepl6 feltételeket tovabb erdsithetjiik:

2.2. Definicié (Exponencidlisan Ramsey). Egy X < R" halmaz exponencidlisan Ramsey, ha létezik
€e=¢eX)>0, hogy m=n és r <(e+1)" esetén R™ minden r-szinezésében taldlhaté X-el egybevdgé

egyszint halmaz.

A Frankl-Wilson [22] tétel alapjan — miszerint y(R") exponencidlisan névekszik — a kétpontd halma-
zok teljesitik ezen feltételeket is. Frankl és Rodl [21] a tételt altalanositva megmutattak, hogy
minden szimplex exponencidlisan Ramsey. Sét, egyelére nem ismert olyan halmaz, ami Ramsey, de

nem exponencidlisan Ramsey. Igy az is lehetséges, hogy a két definicié egybeesik.



A legegyszertibb példa nem Ramsey halmazra az (1,1,2) oldalu elfajulé haromszog. Egy x € R pont
szine legyen |_x2J modulo 4. A paralelogramma szabalyt alkalmazva ellenérizheté, hogy a szinezés
megfelel6. A fenti gombhéjas szinezés altalanositasaval Erdésék megmutattak, hogy ha egy konfi-
guraci6 nem gémbi, azaz pontjai nem egy géomb felszinén helyezkednek el, akkor nem Ramsey. A

témakor egyik legismertebb sejtése szerint ennek forditottja is igaz:

2.1. Sejtés (Graham, [24]]). Egy véges halmaz pontosan akkor Ramsey, ha pontjai egy gomb felszinén
helyezkednek el.

A kérdés tobb mint 30 éve nyitva all, raadasul egy masik, rivalis sejtés is megjelent.

2.3. Definicio (Tranzitiv). Egy X konfigurdcidt tranzitivnak neveziink, ha minden u,v pontpdrra

létezik egy ¢ : X — X izometria, melyre p(u) = v.

Megfigyelhetd, hogy a fent emlitett Ramsey halmazok mind beagyazhatéak tranzitiv halmazba. Sét,

a bizonyitasok fontos 1épése az effajta beagyazas. Ezen észrevétel motivalja az alabbi sejtést:

2.2. Sejtés (Leader és tarsai [33]). Egy halmaz pontosan akkor Ramsey, ha tranzitiv, vagy tranzitiv

halmaz részhalmaza.

Leader és tarsai megmutattak, létezik olyan halmaz, ami gémbi, de nem egészitheté ki tranzitiv

halmazza. Igy a két sejtés valéban kiilonbozik egymastol.

Erosen Ramsey halmazok

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, miképp lehet metrikus terekre altaldnositani a Ramsey halmaz fo-

galmat. Néhany fontos definici6 kovetkezik:

2.4. Definicié (Metrikus tér). Legyen X halmaz, d : X x X — R, 2 vdltozdjaban szimmetrikus fiigg-
vény, melyre az aldbbiak teljesiilnek:

* d(x,y) =0 pontosan akkor dll fenn, ha x =y
* minden x,y,z€ X-re: d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)
Ekkor az (X,d) pdrt metrikus térnek nevezziik. Ha X véges, akkor véges metrikus térrdl beszéliink.

2.5. Definicié (Normalt tér). Legyen X halmaz, ||.|| : X — R, melyre az aldbbiak teljesiilnek:

* |lx|l = 0 pontosan akkor dll fenn, ha x =0
* minden x € X-re és a szdmra |a-x|| = |al- x|
* minden x,y,z€ X-re: |x+y| < x|l + |yl

Ekkor az (X, |I.1) pdrt normdlt térnek nevezziik.



Adott normacsalad esetén szinte valtoztatas nélkiil hasznalhatjuk a Ramsey halmaz definicigjat. A

legismertebb normacsalddok az tgynevezett [, normak:

(/Z;‘:llxill’ ha p €[1,00)

max{|x;| | i=1...n} hap=oc0

”x”p:

2.6. Definicié (/,—Ramsey). Azt mondjuk, hogy egy X véges metrikus tér l,—Ramsey, ha minden
r =1 egészre létezik ng = no(X,r), hogy minden n = ng esetén R"® minden r-szinezésében taldlhaté X -el

izometrikus egyszinu halmaz.

Fontos megjegyezni, hogy az r = 1 eset egybeesik azzal a kérdéssel, hogy X beagyazhato-e az adott
normalt térbe. A Ramsey halmaz definicigjaban feltettiik, hogy kizarélag az Euklideszi térbe be-

agyazhat6 halmazok korében dolgozunk, igy itt emlitésre sem kerilt az r = 1 eset.

Legyen X tetszéleges halmaz, r > 1 rogzitett. A kompaktsagi lemma segitségével megmutathato,
hogy ha R” minden r-szinezésében taldlhaté X-el egybevagé egyszint halmaz, akkor ez mar R”-nek
egy véges részhalmazara is teljesiil. Vagyis, ha X Ramsey, akkor minden r szinszamhoz tartozik egy
véges tantihalmaz. Ha valamely p-re a tanihalmazok — mint véges metrikus terek — izometrikusan
beagyazhatéak az [, térbe, akkor X /,—Ramsey.

Egyszerii megfigyelés, hogy minden metrikus tér beagyazhaté6 az [, térbe:
2.3. Allitas. Legyen X tetszéleges véges metrikus tér. Ekkor X bedgyazhaté az I térbe.

Bizonyitds. Legyen X = {x1,x9,...x,} véges metrikus tér. Az f : X — [, minden x € X ponthoz ren-
delje hozza azt az n hosszu vektort, melynek i. koordinatdja az x és x; pontok d(x,x;) tavolsagaval
egyezik meg. Ekkor [ egy izometrikus bedgyazasat adja X-nek az [, térbe:

Egyrészt minden x;, x; € X-re ||f(xi) - f(xj)”OO = d(x;,x;), hiszen:
£ )= Fx)]| o = mkaX|fk(xi)_f(xj)| = |fi(x;) — filxj)] = d(x;,x5)
Masrészt a haromszog-egyenl6tlenséghdl adédéan minden k-ra:
|fr (i) = frlx )l = |d(xi, x) — d(xp, x5)] < dlxi, x)
Ezzel pedig belattuk az allitast. O

Vagyis az elozoek alapjan ha X /9—Ramsey, akkor /,,—Ramsey is. Nemrég Kupavskii ennél 1ényege-

sen tobbet bizonyitott:
2.4. Tétel (Kupavskii [31]). Minden véges metrikus tér exponencidlisan l.,—Ramsey.

Tetszbleges normakra nézve viszont nem egyértelmi, hogy lehet jol altalanositani a Ramsey halmaz

fogalmat. Tovabbiakban a vizsgédlatainkat Minkowski terekre sztkitjiik.



2.7. Definici6 (Minkowski tér). Legyen C egy n-dimenziés origéra kozéppontosan szimmetrikus kon-
vex test. Egy x € R"” pont C dltal meghatdrozott || x| ¢ normdja min {)L eRY|xe )LC}. Ekkor az (R™,|.llc)

teret Minkowski térnek nevezziik.
Ebben az esetben egy lehetséges meghatarozas a kivetkezo:

2.8. Definicié (Erosen Ramsey). Egy X véges metrikus térre azt mondjuk, hogy erdsen Ramsey, ha
bdrmely r = 1 egész esetén létezik egy ng egész, hogy minden n = ng dimenziészam és C c R" szimmet-
rikus konvex test dltal meghatdrozott Minkowski tér esetén (R", |.||c) minden r-szinezésében van X-el

izometrikus egyszinu halmaz.

Definicié alapjan, ha X nem agyazhaté be valamelyik Minkowski térbe, akkor nem lehet erésen Ram-
sey. Masrészt, ha X beagyazhaté az euklideszi térbe, és nem Ramsey, akkor sem erésen Ramsey. Igy

az euklideszi értelemben nem gombi halmazok nem erésen Ramsey halmazok.

Kérdés, hogy milyen halmazok teljesitik a fenti feltételeket, milyen tulajdonsagaik vannak az erésen
Ramsey halmazoknak.

Legyen X két egységtavolsagu pontbdl all6 halmaz. Megmutatjuk, hogy X er6sen Ramsey. Meglep6
moédon mar ennek az egyszert allitasnak is kifejezetten nehéz a bizonyitasa. Legyen S egy (r+1)
csucsu szabalyos szimplex, azaz egy (r + 1) pontd halmaz, melynek pontjai paronként 1-1 tavolsagot
hataroznak meg. S pontjait r szinnel szinezve legalabb az egyik szinosztaly 2 csucsat is tartalmazza.
Igy elég belatni, hogy minden r = 1 szamra létezik olyan n dimenziészam, hogy minden n-dimenziés
Minkowski tér tartalmaz (r + 1) csdcsu szabalyos szimplexet.

Legyen X normalt tér és jelolje e(X) az X-ben talalhaté paronként egységtavolsagra 1évé pontok
maximalis szamat. Euklideszi esetben tudjuk, hogy e(R") = n + 1, azonban tetsz6leges X normalt
tér esetén e(X) meghatarozasa nehéz feladatnak bizonyul. Sikban ismert, hogy 3 < e(X) <4, és e(X)
pontosan akkor 4, ha X egységgombje paralelogramma. Nyitott kérdés, hogy igaz-e a fenti korlat

magasabb dimenziés altalanositasa:
2.3. Sejtés. Egy n-dimenziés X normdlt tér esetén e(X)=n+ 1.

A sejtést tobb specidlis esetben igazoltdk. Egy normalt teret permutécié-invaridansnak neveziink, ha
minden o :{1,...n} — {1,...n} permutdciéra [[(x1,...x,) = (x5(1),---Xon) . Egy permutacié-invaridns
normalt tér esetén az n standard egységvektor paronként egyenlé, ||(1,—1,0,...0)| tavolsagra vannak
egymastol, igy e(X) = n. Sot, kis meggondolas alapjan az egységvektorok kiegészithetoek (n+1) ponta
szabalyos szimplexé (Kobos [27]]). Egy masik specidlis eset, ha az X normalt tér kozel-euklideszi. A

tétel kimondasahoz sziikséges az alabbi fogalom:

2.9. Definicié (Banach-Mazur tavolsag). Legyenek K, L c R" szimmetrikus konvex testek. Azt a
legkisebb A = 0 szdmot, melyre létezik egy T : R" — R" linedris nemelfajulé transzformdcié, hogy

T(K)< L < AT(K) teljesiil, a K és L Banach-Mazur tdvolsdgdnak nevezziik, és d(K,L)-el jeloljiik.



A Banach-Mazur tavolsag legfontosabb tulajdonsagai a kovetkezok:
Legyenek K,L,M < R"” szimmetrikus konvex testek. Ekkor:
* diK,L)<1

* d(K,L)=1 pontosan akkor teljesiil, ha K és L egymas affin képei
* d(K,L)=d(L,K)
e d(K,M)<d(M,L)-d(L,K)

Tehat d(.,.) az n-dimenziés szimmetrikus konvex testek affin ekvivalenciaosztalyain multiplikativ
metrikat hataroz meg, azaz logaritmusa egy metrika. Legyen X és Y n-dimenziés normalt tér. Ekkor
d(X,Y)az X és Y egységgombjeinek Banach-Mazur tavolsagat jeloli.

Vagy ezzel ekvivalensen: d(X,Y):=inf{ |T|-|T1|l}, ahol T : X — Y linedris, invertalhaté leképezés.

2.5. Tétel (Brass [4], Dekster [11l). Legyen X egy n-dimenzids normdlt tér, melyre d(X,15) <1+ 1/n.

Ekkor barmely n pontu szabdlyos szimplex kiegészithetd (n + 1) pontivd. Igy e(X)=n +1.

Altalénos esetben az eléz6 tételt felhasznalva, a Dvoretzky tétel segitségével adhatunk alsé korlatot

e(X) értékére.

2.6. Tétel (Dvoretzky [13]). Létezik ¢ > 0 konstans, hogy minden € > 0-ra és n = exp(cme™2)-ra egy

n-dimenziés Minkowski térnek létezik m-dimenzios Y altere, melyre d(Y ,l2) <1+e€.

Az e értékét 1/(m + 1)-nek valasztva a fenti két tételt osszevetve létezik ¢ > 0 konstans, hogy e(X) =
c ¥/log(n). Ezen a korlaton javitott Swanepoel és Villa. Bizonyitasuk f6 6tlete, hogy a Dvoretzky tétel

egy altalanositasat, Alon és Milman tételét alkalmaztak:

2.7. Tétel (Alon-Milman [1). Legyen X egy tetszéleges n-dimenziés normdlt tér. Minden € > 0 esetén
létezik c € (0,1) konstans, hogy X-nek létezik egy m = exp(c/logn) dimenziés Y altere, melyre vagy
d(Y,l9)<1+e€, vagy d(Y,lx) < 1+ € teljesiil.

Megmutattak, hogy ha d(X, ) < 3/2, akkor e(X) = n + 1. Igy az elézéek alapjan:

2.8. Tétel (Swanepoel-Villa [44]). Legyen X egy tetszdleges normdlt tér. Ekkor e(X) = exp(c+/logn),

ahol ¢ >0 konstans.

Tehat ng = exp((c-In(2r + 1))?) valasztasa mellett (R”, Il.llc) tartalmaz (r + 1) cstcsu szabalyos szimp-

lexet. Igy valéban minden 2 pontid halmaz erésen Ramsey.

A kovetkezé felmeriilé kérdés, hogy a Frankl-Rodl tétel altalanosithaté-e, azaz igaz-e, hogy
minden haromszog eré6sen Ramsey. Az el6zé esethez hasonléan minden r szinszamhoz létezik egy
n dimenziészam, hogy az n-dimenziés tér tartalmaz (2r + 1) pontd szimplexet, igy a szabalyos ha-

romszogek erésen Ramsey halmazok. Altalanos haromszog esetén azonban egyelére nem sikeriilt



megmutatni, hogy valéban er6sen Ramsey halmazok lennének. A Frankl-Rodl tétel alapjan adott
haromszogh6z minden szinszam esetén meghatarozhatunk egy véges tanihalmazt. Ha ezek beagyaz-
hatéak az adott térbe, példaul a[2.6] Dvoretzky-tétel altal biztositott kozel-euklideszi alterébe, akkor
készen lennénk.

Egy masik lehetséges it a Frankl-Rodl tétel médositasa: a bizonyitas elejét kovetve minden p-re a
V2t, V2, \p/m oldald haromszogek [, —Ramsey halmazok. A tovébbi 1épések azonban a
Szorzas-tétel hidnyaban nem vihetok at, a kérdés tovabbra is nyitva all.

3. Aszimmetrikus Ramsey halmazok

Legyen K1, K9 olyan konfiguracié6, hogy R” minden piros-kék szinezésében van vagy Ki-el egybevagé
piros, vagy Ko-vel egybevagé kék konfiguracié. Ekkor azt mondjuk, hogy a K;-K9 par aszimmet-
rikusan Ramsey R"-ben, ezt R” — (K1,K>) -el jeloljiik. Ellenkez6 esetben az R" /4 (K1,K3) jelolést
hasznaljuk.

Az egyik legtobbet vizsgalt eset, amikor mindkét konfiguraciorol feltessziik, hogy pontjaik egy egye-

nesre esnek. Jelolje [, az m egymast 1-1 tavolsagra koveté kollinearis pontokbdl 4116 halmazt.

3.1. Tétel (Erdés és tarsai [15]). A sik minden piros-kék szinezése vagy tartalmaz ls-vel egybevdgo

piros, vagy l4-el egybevdgdé kék konfigurdcidt. Azaz R™ — (lg,14) fenndll.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy létezik egy p piros pont. Ekkor a p pont koériili 1 sugard kér minden
pontja kék. Tekintsiink egy v/3 sugaru koncentrikus kort.

A /3 sugart kérbe irt szabalyos haromszog segitségével esetszétvalasztassal ellenérizheté, 1étezik

egy olyan egyenes, amelynek a korokkel vett metszete kék /4-et eredményez. O

Az elmilt néhany évben tobb eredmény is sziiletett a feladattal kapesolatban. Tsaturian [46] megmu-
tatta, hogy sikban (I2,l5), térben pedig Arman és Tsaturian igazoltak [2], hogy (I9,l¢) aszimmetrikus

Ramsey parok. Conlon és Fox [8] megmutattak, hogy létezik egy ¢ konstans, melyre minden m = 2¢"



esetén megadhat6 R™-nek egy olyan 2-szinezése, ami nem tartalmaz sem egyszinu /g, sem egyszinti

1 konfiguraciét. Késobb latjuk, hogy ez ¢ konstanstél eltekintve optimalis.

A tovabbiakban az egyik konfiguraciét Io-nek rogzitjiik, a masik konfiguréci6 tetszoleges. Igy a kér-
dés a kovetkezo: Milyen K konfiguracidkra teljesiil, hogy a sik minden piros-kék szinezésében vagy
talalhato6 egységtavolsagu piros pontpar, vagy K-val egybevagé egyszint kék konfiguraci6?

Erdésék azt sejtették, hogy K j6 valasztasa példaul az egységnégyzet. Néhany évvel késobb Juhasz

ennél tébbet bizonyitott: minden 4 pontd konfiguracié teljesiti a feltételeket:

3.2. Tétel (Juhasz [26]). Legyen K egy tetszdleges 4 pontii konfigurdcié. Ekkor R? minden megengedett
piros-kék szinezése tartalmaz K-val egybevdgé kék konfigurdciét. Azaz R* — (l9,K) minden 4 pontii K

konfigurdcié esetén fenndll.

Mar Erdésék cikkében is megjelent, hogy létezik olyan konfiguraci6, mely nem tesz eleget a feltéte-

leknek. Ezt egy nem éppen optimalis rdcsmenti szinezés-konfiguracié parral igazoltak:

3.3. Tétel (Erdés és tarsai [15]). Létezik egy K konfigurdcié és R?-nek egy olyan piros-kék szinezé-
se, mely nem tartalmaz egységtdvolsdgu piros pontpdrt és minden K-val egybevdgé konfigurdcionak

legaldbb az egyik pontja piros. Vagyis létezik olyan K konfigurdcio, melyre R"™ 4 (Ig,K).
Bizonyitds. Szinezziik pirosra az aldbbi halmaz pontjait:
{(x,7)eR?2m <x<2m+1/2,2n<y<2n+1/2,n,me 7}

Vegyiik az egész pontok altal meghatarozott racs 3/10%-szeresét. A K konfiguracié pontjai legyenek

a {(x,y) € R?|0 < x < 3,0 < y < 3} négyzetbe es6 1012

- m

racspont.

3
Y EEN EEN .
1/2
3
Ellenérizhetd, hogy minden K-val egybevagé konfiguraciénak legalabb az egyik pontja piros. O

Juhdasz a mar emlitett cikkében egy 12 pontu ellenpéldat mutatott. Késobb Csizmadia és Téth tovabb

javitottak ezen:

3.4. Tétel (Csizmadia-Téth [10). Létezik egy 8 pontbsl allé K konfigurdcié és R?-nek egy olyan piros-
kék szinezése, mely nem tartalmaz egységtdvolsdgu piros pontpdrt és minden K-val egybevdgé konfi-

gurdcionak legaldbb az egyik pontja piros. Vagyis létezik 8 pontu K konfigurdcid, melyre R? 4 (1, K).



Bizonyitds. (Vazlat)

Szinezziik pirosra a {1/2 Int Bo + A | A € A} halmaz pontjait, ahol A a 2 oldald haromszogracs pont-
jainak halmaza, Int By pedig a nyilt euklideszi egységkort jeloli. Vegyiink egy szabalyos hétszoget,
melynek koriilirt korének sugara 0,9. A konfiguracié alljon a hétszog csicsaibél, illetve a koriilirt

kor kézéppontjabdl.

Megmutathaté, hogy egy K-val egybevagé konfiguraci6 pontjai koré irt 1/2 sugara korok unigja tar-

talmaz A-beli pontot. Tehat a konfiguracionak a megfelel6 korhoz tartozé pontja piros. O

A feladatot tetszoleges Minkowski térben is vizsgalhatjuk. Legyen C egy n dimenziés origéra kozép-
pontosan szimmetrikus konvex test. (R™,||.l¢) egy piros-kék szinezését megengedettnek neveziink,
ha minden x,y € R” piros pontparra d(x,y) = lx -yl ¢ # 1.

Jelolje k,(C) azt a legnagyobb értéket, melyre teljesiil, hogy tetszéleges k,(C) pontd K konfigura-
ci6 esetén (R™,||.|l¢) minden megengedett szinezésében létezik K-val egybevagé egyszinti kék kon-
figuracié. Az euklideszi norma esetén egyszeriien a k, jelolést hasznaljuk. dJel6ljik *-gal, ha az
egybevagésagi transzformaciok helyett csak eltolasra szoritkozunk. Definicié alapjan rogzitett C-re
k;(C) < kn(C). A tovébbiakban %,(C) és &, (C) értékeit vizsgaljuk, kitérve néhany specialis esetre.

Az el6z6ek alapjan 4 < kg < 8 ismert.

Also korlat &, (C)-re

Szlam y(R") és k;, kozti kapcsolatot vizsgédlta. Megmutatta, hogy ha adott R”-nek egy megengedett
piros-kék szinezése és egy hozzatartozé & pontu konfiguracié, melynek minden eltoltjanak legalabb
az egyik pontja piros, akkor a szinezés-konfiguraci6 par segitségével megadhatjuk R™-nek egy jo k-

szinezését:
3.5. Lemma (Szlam I. [45] ). y(R*) <k, +1

Bizonyitds. Tekintsiink egy olyan konfiguracié-szinezés ellenpélda part, ahol a konfiguracié minima-
lis, azaz &, + 1 elemszamu. Pontjai legyenek a1,...a;. Ez alapjan megadjuk R*-nek egy k-szinezését:
Egy p pontot a legkisebb olyan i szinnel szinezziik, melyre p +a; piros. A feltételek alapjan minden

pontot kiszineztiink és egyik szinosztalyban sincs egységtavolsagu pontpar. O



A sik kromatikus szamara sokaig a legjobb ismert alsé korlat 4 volt, ezt a Moser-graf tanusitja.

Nemrég azonban hatalmas elérelépés tortént a feladattal kapcsolatban:
3.6. Tétel (de-Grey [25], Exoo és Ismailescu [18]). y(R?) = 5.

A fentiekbdl ad6dik, hogy minden 4 pontu konfiguraciénak egy megengedett piros-kék szinezésben
talalhaté kék eltoltja, k; =4. Ez a Juhész tételénél erosebb 4llitas.

Magasabb dimenziéban sokaig csak linearis alsé korlatok voltak ismertek. Igy nagy attorést jelen-

tett, mikor Frakl és Wilson halmazrendszerek segitségével exponencialis korlatot mutatott:
3.7. Tétel (Frankl-Wilson [22]). y(R")=(1.2+ o(l))n

Bizonyitds. (Vazlat)

Legyen g primhatvany. Vegyiik az n dimenziés tér azon pontjait, melyeknek koordinatai kozt (2 —1)
helyen all 1/ \/2_ , a tobbi koordinata pedig 0. Egy v ponthoz definidljuk az F(v) := {i|x; # 0} halmazt.
Ekkor v1,ve pontok téavolsdga pontosan akkor 1, ha F(v1) és F(vs) metszete (g — 1) elemt. Igy atfo-
galmazhatjuk a feladatot a kovetkezoképp: Maximum hany F(v) halmazt valaszhatunk ki ugy, hogy
egyik halmazparnak se legyen a metszete (¢ — 1) elemid? Megmutathaté, hogy (q'_l 1) halmaznéal nem

valaszthatunk tobbet, tehat:

n
y@®R")>  max —(2qn_1)
q primhatvany (q— 1)

Megfeleloen valasztva g értékét y(R™) = (1.2 + 0(1))" adddik. O
3.1. Megjegyzés. Raigorodskii [36] javitott ezen, a legjobb ismert alsé korldt: (1.239 + o(1))".

3.1. Kovetkezmény. k) ésigy k, is exponencidlisan ng.

Szlam lemmaé4ja altalanosabb alakban is megfogalmazhatd:

3.8. Lemma. y((R",|.ll¢))<k,(C)+1.

Sikban ismert, hogy tetszoleges X Minkowski térre e(X) = 3, igy ebben az esetben a Moser graf alta-
lanositasa mutatja, hogy y(R2,|.lc) = 4, tehat k5(C) = 3.

Magasabb dimenziéban azonban sokkal rosszabb a helyzet. Meglep6é médon a szabalyos szimplex 4l-
tal adottnal egyelére nem ismert jobb konstrukcié. Igy a legjobb ismert alsé korlat a Swanepoel
és Villa tételébol kovetkezik: 1étezik ¢ konstans, melyre y (R, |.ll¢) = exp(c \/@) teljesiil.

Néhany esetben ismert ennél jobb, exponencialis als6 korlat: A Frankl-Wilson konstrukecié a permu-
tacié-invarians normakra, igy példaul az /, normdkra is megfelelé. Kiemelt szerepiik miatt az [,
normak vizsgalata nagyobb figyelemben részesiilt, igy van, hogy még jobb eredmény is ismert: Rai-
gorodskii [37] (-1,0,1) vektorok segitségével javitott az [; normara vonatkozé konstrukcion és meg-

mutatta, y(R",71) = (1.365+0(1))". A pontos érték egyediil [, esetében ismert: y(R",l)=2".
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Felso korlat %,,(C)-re

Els6 megfigyelésként elmondhatjuk, hogy k,(C) véges: Legyen y(R™,|.l¢c) = k. Az Erdés-de-Bruijn
tétel [5] alapjan létezik egy véges K ponthalmaz, ami ezt tanusitja, azaz minden K-val egybeva-
g6 halmaz a k-szinezés minden szinosztalyabdl tartalmaz pontot. Valasszuk pirosnak a k-szinezés

egyik szinosztalyat, igy (R”, |l.llc) #~ (I2,K) teljesiil.

A feladat tovabbi vizsgdlata elétt tekintsiink néhany hasznos definiciét és jelolést, melyet Rogers
vezetett be az 1950-es években. Legyen C egy kozéppontosan szimmetrikus konvex test, A pedig

racs R™-ben.
¥(C,A):=min{A | AC + A lefedi R"-et}

Y (C):= min {y(C,A) | C+ A pakolas R"-ben}

Ekkor y*(C)-t a C test szimultan récs pakolési és fedési konstansdnak nevezziik. Hasonléan beve-
zethetjilk a szimultdn pakolasi és fedési konstanst, y(C)-t, ha a fenti definiciéban A racsot R"-nek
egy tetszoleges diszkrét részhalmazaval helyettesitjiik.
Definiciébdl kozvetleniil adédnak az alabbi 6sszefiiggések:

Y(C)<2

Y(C)<y*(O)
Ezen konstansok mas teriileteken is igen hasznosnak bizonyultak, ennek készonhetéen nagy figye-

lemben részesiiltek az elmult idokben. Ennek ellenére csak kevés eredmény sziiletett veliik kapcso-

latban. Az elso6 fels6 korlat Rogerstol [39] szarmazik: y*(C) < 3. Kés6bb Butler javitott ezen:

3.9. Tétel (Butler [6]). Legyen C <R™ konvex test. Ekkor létezik ¢ konstans, hogy:

vol(C-C) 108> ln(n)+c)l/n

r(©)= ( vol(C)

3.2. Kovetkezmény. Nagy n esetén minden n-dimenziés szimmetrikus konvex C testre:
Y (C)<2+0(1)

A fentiek segitségével konnyen adhatunk olyan szinezés, K konfiguracié part, hogy a szinezés ne
tartalmazzon K-val egybevagé kék konfiguraciot:

Megengedett piros-kék szinezést kapunk, ha pirosra szinezziik az {1/2 Int C + A|A € A} halmaz pont-
jait, ahol A € R", melyre y(C) felveszi a minimumat, Int C pedig a C test belsejét jeloli. Legyen
K ={ay,...a;} konfiguracié olyan, hogy

E:=|J 12Int C+a; 2y(C)C
a;eK
Definiciébdl adédoan y(C)C és igy E is tartalmaz A-beli pontot. C kozéppontos szimmetridja miatt

minden K-val egybevagé konfigurdciénak legalabb az egyik pontja piros, azaz k,(C) < |K]|.
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Vizsgaljuk meg az igy kapott konfiguracié pontszamat. Legyen C és Cq test. Jelolje N(C1,C2) azt
a legkisebb % értéket, melyre teljesiil, hogy C; lefedhet6 Cy % db eltoltjaval. Mivel y(C) < 2 minden
szimmetrikus konvex C test esetén fenn all, elég felsé korlatot adni N (2C , 1/2 Int C) értékére. Ehhez

sziikségesek az alabbi definicidk:

3.1. Definicid. Legyen & R™-beli konvex testek egy csalddja.
F felsd strisége:
f g Z vol(F)

— Fe% Fc<rB
d(F) =1 _
) Hrllscgp vol(rB)

Y vol(F)

FeZ FcrB
d(F)=lmint—"" 2

F also surisége:

Amennyiben d(%) = d(&F), ezt az értéket az F stirtiségének nevezzik és d(F)-el jeloljik.
3.2. Definicié (Fedési surtség). Legyen C c R" konvex test. C fedési siriisége:

0(C) = min{d(F)|F ={x1+C,x2+C,...},UF =R"}
A fedési suruség felsé korlatjara vonatkozo els6 lényeges eredmény Rogerstol szarmazik:

3.10. Tétel (Rogers [39]). Legyen C cR"*, n =3 konvex test. Ekkor:
0(C)<nlogn+nloglogn +5n

A fedési surtuségre vonatkozo felsé korlat segitségével adhatunk felsé becslést N(C1,Cq)értékére:

3.11. Tétel (Rogers, Rogers-Zong [41]]). Legyen C cR", L c R" konvex test. Ekkor

vol(C-L)

3.3. Kovetkezmény. Legyen C c R" szimmetrikus konvex test. Ekkor minden 0 <r < 1 érték esetén:
NC,rC)=(1+1/r)"*-6(C)

A Rogers tétele alapjan n = 3-ra: N(C,rC) < (1+1/r)" -n-logn +loglogn + 5n. Tehét nagy n
esetén |K| < (5+0(1))". Erre alkalmazva a Szlam I. lemméjat y(R™, |.llc) < (5 +o(1))" adédik.
Hasonl6 korlatot adott Fiiredi és Kang. Bizonyitasuk fontos eleme, hogy 1étezik olyan fedés, melyben

minden pont lefedettségi multiplicitasa kicsi. Ezt el6szor Erdés és Rogers bizonyitottak:

3.12. Tétel (Erdés-Rogers [17]). Legyen C c R" konvex test. Ekkor R"-nek létezik egy C eltoltjaibdl

dllé fedése, melyre:
* 0(C)<nlogn+nloglogn+5n

* R" pontjinak lefedettségi multiplicitdsa kisebb mint e(nlogn + nloglogn +5n)
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3.13. Tétel (Fiiredi-Kang [23]). x(R",|.lc) < (5+ o(l))n

Bizonyitds. Fedjik le R™-et 1/2C eltoltjaival igy, hogy minden pont lefedettségi multiplicitdsa maxi-
mum c(nlogn). Definidljunk egy G = (V,E) grafot: Csudcsai a fedésben szerepld testeknek feleljenek
meg, és u és v csucs kozt fusson él, ha az altalaluk reprezentalt C + v, C + u eltoltakbdl kivalaszthat6
egységnél kisebb tavolsagu pontpar. Legyen v € V egy csucs. Szomszédjai olyan u csucsok lehetnek,

melyre C +un5/2C +v # @. Igy:

vol(5/2C)

KR, le) = A@) = e(nlogn) = o

<c(nlogn)s"

Ha C gomb, még jobb korlat ismert a fedési szamra:

3.14. Tétel (Rogers [40]). Létezik egy c > 0 konstans, hogy minden r > 1/2 és n =9 esetén:
N(rB,1/2B) < cn®%(2r)"

Igy az euklideszi esetben nagy n esetén |K| < (4+o(1)".

3.2. Megjegyzés. Ismert, hogy y(B,) = 2°5% 1 o(1). Tehdt a fenti médszert alkalmazva nem kapha-
tunk (2-2°5%9 + 0(1))" = (3.03 + 0(1))"-nél jobb felsé korldtot. A késébbiekben ldtjuk, k;, < (3 +0(1))".

Sikban lényegesen jobb felsé korlat ismert y(C)-re. Elsé megfigyelés, hogy Alspund alabbi tétele
alapjan y(C) < 3/2.

3.15. Tétel (Asplund [3l). Legyen C egy kiozéppontosan szimmetrikus konvex tartomdny a sikban.

Ekkor létezik egy P paralelogramma, melyre:

PcCc-P

N o

Szabdlyos hatszog esetén optimdlis.

3.3. Megjegyzés. Stromquist [43] tétele alapjdn a fenti tételében P paralelogrammdt mds szimmet-

rikus konvex testre cserélve sem javithaté a 3/2-es szorzé.

Valasszuk P-t a tételben szerel6 paralelogrammanak. Legyen {3/2P + x|x € A} a siknak egy csempé-
zése. Ekkor {C +x|x € A} C-nek egy pakoldsa. A[3.15] Asplund tétele alapjan {3/2C + x|x € A} lefedi a
sikot, vagyis y(C) < 3/2.

Az eddig ismert legjobb korlat Zongtoél szarmazik:

3.16. Tétel (Zong [47]). Legyen C egy kozéppontosan szimmetrikus konvex tartomdny a sikban. Ek-
kor:

Y(C)=y*(C) =< 2(2— \/5) ~1.17157

Affin szabdlyos nyolcszog esetén optimdlis.
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A fedési suriségre az alabbi tételek segitségével adhatunk felsé korlatot:

3.17. Tétel (Fejes-T6th [191). Legyen C < R? szimmetrikus konvex tartomdny. Legyen H a C-be irt

legnagyobb teriiletd szimmetrikus hatszog. Ekkor:

_ vol(C)

8y = vol(H)

Megmutathaté, hogy egy szimmetrikus konvex tartomanyba irt maximalis teriletli m-szog valaszt-
hat6 szimmetrikusnak, ha m paros (Dowker [12]). Igy a fentiek alapjan elég felsé becslést adni a

C-be irt maximalis teriileti hatszog teriiletére:

3.18. Tétel (Sas [42]). Legyen C < R2 konvex tartomdny és m = 3 egész. Legyen P a C-be irhaté

maximdlis teriiletti m-szog. Ekkor:
m . (2@
vol(P)= —sin (—)vol(C)
2n m

Ellipszoid esetén optimdlis.

3.4. Kovetkezmény. Minden C <R? szimmetrikus konvex tartomdny esetén:

27
0(C)s —
()<\/ﬁ

Ellipszoid esetén optimdlis.
Igy a Rogers-Zong tétel kovetkezménye alapjan N (y(C)C,Int1/2C) < (1+4(2-V2))?-21/v/27 < 14.
Vagyis tetszoleges Minkowski sikban 1étezik 14 pontu K metrikus tér és egy megengedett piros-kék

szinezés, melyben minden K-val izometrikus halmaznak legalabb az egyik pontja piros. Azaz létezik

14 pontu K konfiguracié, melyre (B2, ||.ll¢) 2 (12,K).

3.4. Megjegyzés. Mivel y(Bg) = 2/V/3 és N(2/v/3B9,1/2Bs) = 9, ezzel a mddszerrel nem kaphatunk

9-nél kevesebb pontbdl dllé konfigurdciot.

Felso korlat % (C)-re

A £, (C)-re adott felso korlat természetesen % (C)-re is megfelel6. Azonban R” kromatikus szamanak

segitségével ennél jobb korlat is adhaté: Szlam megmutatta, I. lemmaja részben megfordithaté.

3.19. Lemma (Szlam II. [45])). Ha y(R") <k és ezt olyan k-szinezés igazolja, melyben a szinosztdlyok

egymds eltoltjai, akkor k;, <k.

Bizonyitds. Legyenek az adott szinosztalyok: C, C +v;...C +vp_1. C pontjait szinezziik pirosra, a
t6bbi pont legyen kék. Ez egy megengedett szinezés. Alljon a konfiguracié az eltolas vektorokbél, azaz
K :={0=vg,v1,...v;p_1}. EKkor K minden eltoltja a k-szinezés szinosztalyaibdl 1-1 pontot tartalmaz:

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy p pont és i,j indexek, melyekre p +v; és p +v; ugyanabban a
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C, szinosztalyban vannak. Tudjuk, hogy C, = C +vg, vagyis (p +v; —v,) és (p + v —v,) is C-ben van.
Ekkor a (p +v; —ve) +vj = (p+v;—vq)+v; pontnak az egyenléség bal oldala alapjan C;, a jobb oldala
alapjan pedig C; szint kellene kapnia, ami ellentmondas. Igy K egyik pontja a pirosnak valasztott C

halmazba esik. O

Szlam II. lemma3ja is altalanosithaté Minkowski terekre:

3.20. Lemma. Ha y(R",|l.ll¢) <k és ezt olyan k-szinezés igazolja, melyben a szinosztdlyok egymds

eltoltjai, akkor k;(C) < k.

A kromatikus szam fels6 becslésére alkalmas a kivetkez6 médszer: Legyen A racs R™®-ben. Definial-

junk egy V halmazt, melyre:

* V atméréje kisebb mint 1, azaz Vx1,x0 €V : |x1 —x9| <1
® VYA, lge A, M1 # Ao esetén Vx eV + A1, VyeV+Aa: lx—y|>1

Az egyik szinosztaly legyen Sy := U,ea V +x. Ha az is teljesiil, hogy Sy % eltoltja lefedi R" 6sszes
pontjat, akkor R™ megfelel k-szinezését kaptuk.

Coulson [9] megmutatta, hogy V halmazt a racshoz tartozé Voronoi poliédernek, azaz:
V={xeR" | |x|<|x—b| Vbe A}

halmaznak valasztva ezzel a technikdaval nem kaphatunk (2”+1 —1)-nél kevesebb szint igénylé szi-
nezést. Egyediil a sikban és a 3 dimenziés térben ismertek olyan konstrukciok, melyek éppen ennyi
szint hasznalnak. Sikban vegyiink egy egységnél kicsit kisebb atmérdjii szabalyos hatszogekbdl allé
csempézést. Az egyik hatszoget szinezziink ki az 1. szinnel, szomszédjait pedig 1-1 tovabbi szinnel.

A hatszogek oldalait megfelelé szininek vélasztva olyan 7-szinezést kapunk, ahol a szinosztdlyok

egymas eltoltjai, igy k; <7 adédik.

Térben Radoici¢ és Téth [35], illetve Coulson [9] altal adott 15-szinezésére is alkalmazhatjuk Szlam

lemmaéjat, igy k3 < 15.
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Chilakamarri [7] és Kristiansen [28] megmutattak, hogy az euklideszi esethez hasonl6an hatszogek-
kel valé csempézéssel (R?, ||| ¢)-nek is megadhaté j6 7-szinezése: Ehhez egy olyan H affin szabalyos
hatszoget definialtak, melyre H < 1/2C teljesiil. A hatszogek oldalait megfelelé sziniinek valasztva
olyan 7-szinezést kapunk, melyben egyik szinosztdly sem tartalmaz egység tavolsagu pontpart, és a
szinosztalyok egymas eltoltjai, igy k5(C) < 7 adédik.

Magasabb dimenziéban csak olyan szinezések ismertek, melyekben a szinosztalyok nem pontosan
egymas eltoltjai. A lemma kis médositasaval ezekben az esetekben is megfelel6 Szlam bizonyitasa-

ban leirt konstrukecio:

3.21. Lemma. Legyen adott (R",||.||c)-nek egy olyan k-szinezése, melyben a Sy,...Sp_1 szinosztdlyok
teljesitik a kévetkezéket: (1) So = Uxepa{C' +x} alakban dll eld, ahol A rdcs, C' kézéppontosan szimmet-

rikus test, (2) a tobbi szinosztdly pedig Sq eltoltjainak részhalmazai. Ekkor k) (C) <k.

Bizonyitds. Sy pontjait szinezziik pirosra, a t5bbi pont legyen kék. Alljon K := {0 = ag,a1,...ap_1}
konfiguracié az eltolasvektorokbél. Mivel C’ kézéppontosan szimmetrikus, elég beldtni, hogy K min-
den v vektorral valé eltoltjara |;{C’ +a; + v} tartalmaz A-beli pontot. Sy racstulajdonsdga miatt egy
eltoltja vagy nem tartalmaz racspontot, vagy minden komponense 1-1 racspontot tartalmaz.

Indirekt tegyiik fel, hogy K-nak létezik egy K +v* eltoltja, amely nem teljesiti a fentieket, vagyis
Ui{C’ +a; +v*} nem tartalmaz racspontot. Az eléz6 megfigyelés alapjan ekkor U;{S¢ +a; + v*} sem
tartalmazhat racspontot, vagyis az {x —v*|x € A} pontok semelyik szinosztdlyhoz sem tartozhatnak,

ami ellentmondas. O

Euklideszi esetben eloszor Larman és Rogers [32] adott exponencidlis fels6 korlatot R” kromatikus

szamara:
3.22. Tétel (Larman-Rogers). y(R") < (3+0(1))"

Bizonyitds. Vegyiink egy A récsot, melyre y*(B) felveszi a minimumat. A[3.9] Butler tétele alapjan
Y*(B) =2+ 0(1), igy {B +x|x € A} pakolds, még {2+ o(1)B + x|x € A} fedése R"-nek. Jelélje 7 a rdacshoz
tartozé Voronoi poliédert. Elészor egy olyan szinezést adunk meg, ahol egyik szinosztdlyban sincs

4/3 tavolsagu pontpar. Az egyik szinosztaly legyen:

1
E::ALEJ\{3+O(1)7Z+/’L}

E nem tartalmaz 4/3 tavolsdgu pontpart: Egyrészt mivel a 7 poliéder atméréje legfeljebb 2y*(B), a

1/(8 + 0(1)) - m atmérdje kisebb mint 4/3. Masrészt 11,19 € A racspontok tavolsaga legalabb 2, vagyis
x€1/(8+0(1))-m+ A1 és ye 1/(3+0(1))-m+ Ao esetén x és y tavolsaga nagyobb mint 4/3.

[5ow)
3+0(1)

E sartsége:
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fgy Erdoés és Rogers médszerével [17] R” lefedheté E-nek [nlogn + nloglogn +4n](3 +0(1))" eltoltja-
ival. Tehat nagy n esetén E eltoltjainak segitségével (3 + 0(1))"* szinosztalyt hatarozhatunk meg.

Kicsinyitéssel elérhetjiik, hogy a szinosztalyok ne tartalmazzanak egységtavolsagu pontpart. O

A bizonyitasban konstrualt szinezésre teljesiilnek a lemmaéban 1évé feltételek: So szinosztalyt
valaszthatjuk az E halmaznak, hiszen egy racshoz tartozé Voronoi poliéder kézéppontosan szimmet-

rikus. Tehat &}, < (3 +0(1))" adédik.

A maér ismertetett Firedi-Kang tétel azt allitja, y(R”,.llc) < (5+0(1))". Késébb Kupavskii

javitott ezen eredményen:

3.23. Tétel (Kupavskii [301). C legyen egy kézéppontosan szimmetrikus konvex test. Ekkor
AR, |l.llc) < (4+0(1)"

Bizonyitds. (Vazlat)
Legyen A racs, f(n) egy gyorsan csékkeno fiiggvény. Az elsé szinosztaly legyen:

So:=U {1_£(n)C+x}

xeA

A A racsot, és f(n) fiiggvényt megfeleléen valasztva Sy nem tartalmaz egységtavolsagu pontpart és

(o)
4+0(1)

Igy Erdés és Rogers médszerével R” lefedheté So-nek [nlogn + nloglogn +4n](4 + o(1))" eltoltjaival.

So stirtisége:

Tehat nagy n esetén Sy eltoltjainak segitségével (4 +0(1))" szinosztalyt hatarozhatunk meg. O

A bizonyitasban szereplé szinezés megfelel a lemmaéban szereplo feltételeknek, igy %;(C) <
(4+0(1)".

Osszefoglalva a kovetkezo felso korlatokat ismerjiik:

stkban nagy n esetén
En 8 (4+0(1)"
k: 7 (3+0(1))"
kn(C) 14 (5+0(1)"
k4 (C) 7 (4+0(D)"
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Erdemes néhény sikbeli esetet kiilon megvizsgalni.

1. Legyen C egy paralelogramma.
Jelslje C' a C altal meghatérozott racs fundamentalis tartoméanyat. Legyen {C' +x|x € A} a
siknak egy csempézése, és szinezziik pirosra az {1/2C’ + x|x € A} halmaz pontjait. Mivel két
pont tavolsaga pontosan akkor 1, ha a paralelogramma szemkozti oldalain helyezkednek el,
ez egy megengedett szinezés. N(C',1/2C") = 4, igy ebben az esetben y(R",|l.|c) = k5(C)+1 =
k3 (C)+1=4.

2. Legyen C affin szabalyos hatszog.
Chilakamarri [7] olyan 4-szinezést adott, melyre alkalmazhaté a Szlam II.lemm3&ja. Az

igy kapott szinezés, konfiguracié par:
4

Tehat hatszog esetén y(R™,|.ll¢) = k;(C) +1=4.

Chilakamarri 4-szinezése segitségével olyan K konfiguraciét is meghatarozhatunk, melyre tel-
jestl, hogy nincs vele izometrikus egyszinii kék konfiguracié: A K konfiguracié alljon a Moser-
graf csucsaibdl. A Moser graf kromatikus szama 4, igy a sik 4-szinezésében egy K-val egybe-
vag6 konfiguraciénak minden szinosztalyban lesz pontja. A 4-szinezés egyik szinosztalyanak
pontjait valasszuk pirosnak. Ekkor minden K-val egybevagé konfiguracionak legalabb az egyik

pontja piros. Igy ko(C) < 7.

3. Legyen C egy szabalyos nyolcszog.
Nemrég Ismailescu belatta, hogy )((IRZ, I.lc) =5, igy k;(C) >4,
Legyen r a nyolcszog beirt korének sugara, By az euklideszi egységkor.
N(y(C)C, 1/2C) < N(y(C)Bs, r/2Bs) =N(2-(2-v2)Bg, (1+ \/2_)-(@)/4B2) =11.
Igy ko(C) < 11.

4. Legyen C; egy szabélyos [-szog.
Azt mar lattuk, hogy k2(Cy) < 4, ka(Cg) < 7. Az el6z6 becslés alapjan minden [-re k2(C;) <
11. Nagyobb [-re ez javithaté: N(y(C;)C, 1/2C) < N(y(C;)Bs, r/2Bs) < N(2(2 - v2)Bg, r/2Bs)
értéke I = 10 és 12 esetén 10, [ = 14 esetén 9.

5. Legyen C olyan, hogy d(P,C) < (6+31/2)/8 =~ 1.28, ahol P egy paralelogramma. Ekkor k5(C) < 9.
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4. Tovabbi kérdések

A félév soran sok apré kérdés, illetve kevésbé apré probléma meriilt fel a vizsgalt feladatokkal kap-

csolatban. A tovabbiakban példaul ezekre szeretnék valaszt talalni vagy legalabbis keresni:

1. Csizmadia-Téth konfigurdcié mas metrikdban:
Ha d(C, By) kicsi, akkor jé-e a Csizmadia-T6th konfiguracio, azaz teljesiil-e ko(C) < 87
Igaz-e, hogy C vagy kozel van egy paralelogrammaéhoz, vagy kozel van egy hatszégh6z/kérhoz?

2. Szlam II. lemma&janak altalanositasa:

A lemmaéban elhagyhaté-e a piros szinosztaly racsszert struktiaraja?

3. Alsoé korlat Minkowski tér kromatikus szamara:
Lehet-e dltalanositani a Frankl-Wilson tételt?

Vagy egyaltalan milyen alsé korlat adhat6?

4. Er6ésen Ramsey halmazok:
Minden haromszog erésen Ramsey?

Milyen érdekes példak vannak nem erésen Ramsey halmazra?
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