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Az el6z6 félévben elkezdett dinamikus arazasi témaéaval foglalkoztam ebben a félévben is. Az
eddig elért 0j eredmények a kévetkezsk voltak: dinamikus arazas 1étezése tetszdleges szami vaséarlo
esetén, ha mindenki igénye legfeljebb 2, illetve 0 és egyszerii bizonyitas a harom vasarlos modell
egy esetére. A tavaszi félévben végzett munka j eredményei:

e Uj bizonyitas dinamikus &razas létezésére a harom vasarlos modellben egy &ltalanosabb
esetre;

e Dinamikus arazas létezése a négy vasarlos modellben.

Adott egy G = (S, T, E) teljes paros graf, melyben |S| = |T|. Az S pontosztaly felel meg a
vasarlok halmazanak, a 7' pontosztaly pedig a megvasarolhat6 targyak halmaza. A c¢: E — Rxg
fiiggvény azt mutatja, hogy egy vasarlo mennyire értékel egy terméket: c(u,v) azt jelenti, hogy az
u vasarlo mennyire értékeli a v targyat. Egy adott G-beli parositas esetén a kozjslét (SW: social
welfare) a parosités silyat jelenti. Az optimdlis kozjolét egy maximalis sulyu teljes parositas sulya.

Egy p : T — Ry fliggvényt arazasnak neveziink. Az &razds statikus, ha az els§ vasarld
érkezése el6tt beallitjuk az arakat és azokon a tovabbiakban nem valtoztatunk. Dinamikus arazasrol
beszéliink, ha minden pillanatban, amikor egy vasarld elhagyta a piacot, de a kévetkezd még nem
érkezett meg, megvaltoztathatjuk a még meg nem vésarolt targyak arait. Egy adott p arazas
esetén az u vasarlo hasznossdga a v targybol c(u,v) — p(v). Egy vasarlo azt a targyat vasarolja
meg, amely maximalizilja a hasznossdgot. Ha ez a maximum tébb helyen is felvétetik, akkor
szabadon vélaszthat. Ha ez a maximum 0, akkor donthet tgy, hogy nem véséarol semmit. (Ha a

maximum negativ, akkor nem vasarol semmit.)

A cél olyan arazés megtalalasa, amely esetén a vasarlas maximalis sulyu teljes parositas élei
mentén torténik a vasarlok tetszoleges érkezési sorrendje mellett, azaz elérjiik az optimélis SW-t a
véasarlok minden sorrendje esetén. Megmutathato, hogy van olyan eset, amikor nem létezik olyan
statikus arazas, mely ezt biztositani. Viszont ilyen dinamikus &razés van. Ezt a [1] cikkben
bizonyitottak. Az el6z6 féléves munka egyik eredménye egy 1j és egyszeridi bizonyitas erre a
feladatra: legyen K a maximélis sulyu parositas stulya G-ben. FEgervary tétele kimondja, hogy

létezik olyan 7w : S UT — Rxq lefogd sulyozas, vagyis m(u) + w(v) > c(uv) minden uv élre,



melyre Y mw(v) = K. Teljes grafrol van szo és ¢ > 0, {gy 7 valaszthaté nemnegativnak is. Egy
ilyen 7 esetén minden olyan uv élre, mely benne van egy maximaélis sulyt parositasban, a fenti
kifejezés egyenlGséggel teljestil. Megmutathatd, hogy ha egy uv él nem szerepel maximalis silyta
teljes pérositasban, akkor az él stulyat meg tudjuk egy kicsit névelni agy, hogy az él nem kertil
be maximaélis silyt teljes parositasba, vagyis a maximalis stlyt teljes parositasok stulya K marad.
Végezziik el ezt a kis élsulymodositast minden olyan élre, melyet elkeriill maximélis sulya teljes
parositas. Ekkor teljesiil, hogy 7(v) = ¢(uv) — m(u) minden olyan u targyra, melyre az uv szerepel
maximaélis stlyu teljes parositasban és minden més esetben w(v) > c(u'v) — 7r(ul). Igy ha egy u
targy ara m(u), barmelyik vasarlo érkezik is elGszor, a valasztasa olyan él mentén fog térténni, mely

kiegészithetd maximalis stlyt teljes parositassa.

Az el6z6 esetben minden vasarlé egy terméket vitt el a piacrol. Nézhetiink olyan eseteket
is, amikor a vasarlok t6bb terméket szeretnének. A b : S — N fiiggvényt igényfigguénynek
nevezzik: a v vasarlo b(v) darab targyat szeretne véasarolni. Az el6z8 esetben b az azonosan 1
fiiggvény volt. Most is, mint a b = 1 esetben, minden vasarlo azt a b(v) terméket fogja valasztani,
amelyek esetén legnagyobb a hasznossiga. Egyel6re nem ismert, hogy tetszéleges szamu vasérlo
és tetszlleges igényfiiggvény esetén létezik-e dinamikus arazas, mely garantalja az optimalis SW-t.
Ismert azonban, hogy van jo dinamikus arazas, ha minden vasarlo igénye 1, vagy ha legfeljebb
harom vaséarlé van tetsz6leges igényekkel. Az el6z6 félévben sikeriilt egy Gj eredményt bizonyitani:
ha minden v vasarlora b(v) = 1 vagy b(v) = 2, akkor létezik j6 dinamikus arazas. A megfelels p
arvektor megtalalasdhoz el6szor el kellett késziteni azt a paros grafot, melyben minden v vasarlonak
b(v) példanya szerepel. Ezutan a korabban leirtak szerint kerestiink egy 7 lefogo sulyozast, vagyis
egy kezdGarazast. Azonban meg lehet mutatni, hogy egy vasarlora illeszkedhetnek olyan élparok,
amelyek ugyan kiilén-kiilon benne lehetnek egy optimaélis allokécidban, de egyiitt mar nem. Az ide
tartozo bizonyitasban szerepel az, hogy a probléma visszavezethets egy mésik feladatra. A feladat
az, hogy adjuk meg a targyak egy sorrendjét, amelyre teljesiil a kovetkezs: ha a targyak arain a
sorrend segitségével végrehajtunk kis modositasokat, akkor egyik vasarlo sem fog egymast kizaro
élparok mentén vasarolni, vagyis dinamikus arazast kapunk. A tovabbiakban is a bizonyitasok 6

része a megfelel§ sorrend megkeresése lesz.

A [2] cikkbdl tudjuk, hogy harom vasarlo és tetszdleges igényfiiggvények esetén létezik olyan
dinamikus arazas, mellyel tetszGleges érkezési sorrend esetén elérjiik az optiméalis SW-t. Az el6z6
félévben erre a feladatra is sikeriilt egy 0j és egyszeri bizonyitast talalni. Az el6z6 esethez hasonléan
ez a probléma is leredukalhato arra, hogy adjuk meg a targyak egy olyan sorrendjét, mely optimalis
megoldashoz vezet, ha a vasarlok a sorrendet betartva valasztanak. Az erre a feladatra adott
bizonyitas abban az esetben mikiidik, ha a harom vésarlo igényeinek 0sszege megegyezik a piacon
szerepld targyak szaméval. Ha a piacon 1év6 targyak szama nagyobb, mint az igények 6sszege, akkor
néhany targy arat elég nagy értékre beéllitva kizarjuk a targyakat a piacrol, hiszen egyik vasérlo
sem fog beldliik nagy hasznot nyerni. Erdekesebb eset az, amikor az igények Gsszege nagyobb,
mint a targyak szama. A fent emlitett cikkben is kiilon kellett targyalniuk a szerzéknek ezt az

esetet, ugyanis az ott bemutatott, "igények Osszege megegyezik a targyak szaméval" estre adott



bizonyitds nem megy at kozvetleniil erre az altalanosabb esetre. Ebben a félévben az altalunk

talalt bizonyitést is sikeriilt tovabb csiszolni ugy, hogy miikddjon az altalanosabb esetben is.

El6szor nézziik azt az esetet, amikor az igények Osszege megegyezik a piacon megtalalhatod
targyak szamaval. A harom vasarlos esetben is egy olyan lefogo sulyozasbol indulunk ki, ahol
7(u) + m(v) = c(uv) pontosan azokra az uv élekre teljesiil, amelyek szerepelnek maximalis stlya
teljes parositasban. Igy most is teljesiil az, hogy egy vasarlo haszna azon targyakbol lesz maximalis,
amelyek maximalis sulyu teljes parositasban szerepls élek méasik végpontjaiban vannak. Ha ez a 7
mutatja a kezdeti arazast, akkor eléfordulhat, hogy egy vasarlo olyan élek mentén véasarol, amelyek
kiilon-kiilon szerepelhetnek optimélis megoldasban, de egyiitt nem. Ezt a problémat most is fel
tudjuk oldani azzal, hogy a targyaknak egy olyan sorrendjét keressiik, mely biztositja azt, hogy ha
egy vasarlo a szaméara optimalis targyak koziil mindig a sorrendben legkorabban szerepls targyakat
valasztja, akkor befejezhet optimalisan a vasarlas. Az otlet az, hogy a vasarlok szaméara kijeloliink
kotelezd targyakat ugy, hogy teljesiilni fog az, hogy ha egy adott vasarlo elviszi a kotelezd targyait,
majd a tobbi targybol még szabadon valaszt annyit, hogy meglegyen az igénye, akkor optimélisan
be lehet fejezni a vasarlast. Jeldlje a,b, ¢ a harom vasarlot, b(a) > b(b) > b(c). Ha vannak olyan
targyak, amelyek csak egy vasarlo szadmaéara optimalisak, akkor azok a sorrend elejére keriilnek,
vagyis megkapjak a "0" cimkét. Igy a vasarlok mindig ezekkel a targyakkal kezdik a vasarlast, ezért
feltehets, hogy ilyen targyak nincsenek. Jelolje X azon targyak halmazat, amelyek optimalisak
a-nak és b-nek, de c-nek nem. Hasonléan, legyen Y azon térgyak halmaza, amelyek csak a-nak és
c-nek optimélisak, Z azon targyak halmaza, amelyek csak b-nek és c-nek, W azon targyak halmaza,
amelyek mindharom vaséarlonak optimalisak. Az X-ben 1év6 targyaknak kiosztjuk az "1", "3", "4"
cimkéket a kovetkezSképpen: tetsz6legesen kivalasztunk b(b) targyat és "4"-es cimkét adunk nekik
(ha nincs ennyi targy X-ben, akkor az osszes X-beli "4"-es cimkét kap). A megmaradt cimkézetlen
targyak koziil b(a) — b(b) targy megkapja a "3"-as cimkét (ha nem maradt meg ennyi targy, akkor
az Osszes cimkézetlen targynak "3"-as cimkét adunk, ha b(a) — b(b) = 0, akkor nem osztunk ki
"3"-as cimkét). Végiil, ha maradt még cimkézetlen targy, akkor azok megkapjak az "1"-es cimkét.
Hasonléan jarunk el Y és Z cimkézésénél is. Az Y-ban 1év6 targyakat szinte ugyantugy cimkézziik
be, mint az X-belieket, viszont "3"-as cimkék helyett "2"-es cimkéket adunk, és természetesen
most a b(b) igényt le kell cserélni b(c)-re. Z arazasakor is "3"-as cimkék helyett "2"-es cimkéket
hasznalunk, valamint b(a)-t és b(b)-t b(b) és b(c)-re cseréljiik. A W-ben 1évs targyak "5"-0s cimkét
kapnak. Nem nehéz belatni azt, hogy az a vasarlo elviszi az Gsszes "1"-es, "2"-es és "3"-as cimkével
ellatott XUY -beli targyat (amennyiben lat ilyeneket). Ezek az 6 kotelezs targyai. Ezutan szabadon
valaszt a tobbi optimalis targybol annyit, hogy b(a) targyat vigyen Osszesen. Ha a b vasarlo érkezik
el6szor, akkor elviszi az Gsszes "1"-es és "2"-es cimkével ellatott X U Z-beli targyat (ezek az &
kotelez6i), ha pedig a ¢ vasarlo, akkor elviszi az Osszes "1"-es cimkével rendelkezs Y U Z-beli
targyat. Azt sem nehéz igazolni, hogy minden optimalis megoldasban a megfelel6 vasarlo elvisz
legalabb ennyi targyat a megfelel§ halmazokbol. Legvégiil azt kell még igazolni, hogy egyik vasérlo
sem fog ugy vasarolni, hogy egy masik vasarld szamara nem marad elég optimalis targy. Ez az eset
fennélasa azzal lenne ellentmondéasban, hogy a megfelelg vasarlok elviszik a szamukra kijelolt kis

cimkéji kotelezs targyakat.



Tekintsiik most azt az esetet, amikor harom vasarlé van, de az igényeik 0sszege nagyobb, mint
a piacon 1év§ targyak szédma. Vegyiink fel annyi nem valés vagy dummy targyat, amely sziikséges
az egyenl@séghez. Az Gjonnan felvett dummy targyakat minden vaséarloval kossiik Gssze, az igy
keletkezett élek silya legyen 0. Ha ugyanugy, mint az el6z6 esetben, vesziink egy 7 lefogd stulyozast,
melynél csak olyan élek lesznek pontosak, amelyek szerepelnek valamely optiméalis megoldasban,
akkor mindazon vésarlok, amelyek valamely optimalis megoldasban dummy targyat is kapnak,
0 hasznot fognak nyerni az Osszes szamukra optimalis valodi targyakbol is. Az el6z6 esethez
hasonléan, ha most is egy sorrendet keresiink a targyaknak, akkor el6fordulhat az, hogy egy vasérlo
a sorrend szerint elkezd vasarolni a szamara optimalis targyakbol, de amikor egy dummy targyhoz
ér a sorrendben, akkor azt kihagyva tovabbhalad. Vagyis el6fordulhat, hogy szdmara nem optimalis
targyak is belecstusznak a valasztott targyak kozé. Els§ ranézésre nem vildgos az, hogy el lehet-e
tolni gy az arakat, hogy ha egy vasarld szamara optimélis targyakat tekintjiik, akkor a dummy
targyakat leszamitva pozitiv legyen a hasznossaga, de ha a dummy targyak nélkiil kevés olyan
igazi targy van, amely szaméra optimélis, akkor negativ legyen a hasznossaga olyan targyakbol,
amelyeket egyik optimélis megoldasban sem kap meg. Ahhoz, hogy ezt biztositani tudjuk, a
kezdeti 7 lefogd sulyozéson is véltoztatni kell egy kicsit, illetve a sorrend meghatarozasanal sem
lesz mindegy, hogy a dummy elemek milyen cimkét kapnak. Két technikai lemmara volt sziikség a
dinamikus arazés biztositasahoz, de elGszor is fel kellett tenni, hogy egyik optimélis megoldésban
sem szerepelnek olyan 0 stlyt élek, amelyek egyik végpontjan valodi (azaz nem dummy) targy van.
A két allitas a kovetkezs:

e Ha v és v két olyan vasarlo, akik kaphatnak dummy elemet egy optimalis megoldasban,
akkor 7 valaszthat6 gy, hogy v és v’ haszna ugyanaz a szamukra optimalis targyakbol. Ez
a haszon € > 0.

e Ha v” olyan vasarlo, aki soha sem kap dummy elemet optiméalis megoldasban, akkor

valaszthato ugy, hogy v” haszna a szamara optimalis targyakbol szigoriian nagyobb, mint e.

A targyakat (koztikk a dummy targyakat is), besoroljuk az X,Y, Z, W halmazokba a mar leirt
modon. Kiilon kell kezelni az eseteket aszerint, hogy hany vésarlé kaphat dummy-t optimalis
megoldéasban. A legbonyolultabb az az eset, amikor két vasarlé kaphat dummy targyat. Feltehetd,
hogy a dummy-k az Y halmazban vannak, vagyis a és ¢ kaphatnak dummy-t (X, Z esetén hasonloan
megy a bizonyitas). A fenti két allitas kovetkezménye, hogy van olyan K7 > 0 szam, mellyel névelve
minden targy arat, a haszna az X,Y, W-beli targyakbol pozitiv, de a Z-beliekbSl mar negativ.
Ekkor b haszna pozitiv marad az X, W, Z-beli targyakboél a masodik allitas miatt, ¢ haszna pedig
az els@ allitas miatt marad pozitiv az Y, Z, W-beli targyakbol. Hasonloképpen megtehetjiik ezt
c-vel is: van olyan K5 > 0 szam, mellyel névelve minden targy arat c¢ haszna Y, Z, W-b6l még
pozitiv, de X-b6l mar negativ. Ugyanigy, mint az el6bb, a és b haszna pozitiv marad a szdmukra
optimalis targyakbol. A fentiek miatt van olyan K > 0 szam is, melyre teljesiil, hogy ha minden
targy arat K-val noveljiik, akkor a és ¢ haszna negativ lesz a szamukra nem optimalis targyakbol
és mindharom vasarlé haszna pozitiv lesz a szamukra optimalisakbol, de ez a tulajdonsag mar nem
érvényes K + g—re, vagyis K + % mar til nagy arnovelés, azaz néhany optimalis targybodl nyert

haszon mar negativ értékbe megy at. Itt § > 0 egy alkalmasan megvalasztott pozitiv szam: b



optimalis targyaibol nyert hasznénak és a legjobb (leghasznosabb) nem optimalis targybol nyert
hasznanak a kiilonbsége. Adjunk hozza az Gsszes termék arahoz K-t. Osszuk ki a termékeknek az
o o ngnongn ég "5" cimkéket a korabban leirt modon. Eddig nem volt szerepe annak, hogy az
Y-on belill mely targyak kapjak az "1"-es, "2"-es és "4"-es cimkéket, csak a cimkék darabszaméra
volt korlatozas. Most viszont gy kell kiosztani a cimkéket, hogy a dummy-k minél nagyobb cimkét
kapjanak. Probéljuk meg az Gsszesnek a "4"-es cimkét adni, ha ezt nem tudjuk megtenni, akkor
a maradék dummy kapjon "2"-es, sziikség esetén "1"-es cimkét. A korabbi bizonyitasban csak az
volt a fontos, hogy minden vasarlé vegye meg a kotelezGit, de a kotelezs targyak utan szabadon
valaszthattak a soron kovetkezd cimkével rendelkezé targyak koziil. Most az a és ¢ vasarlokat
rakényszeritjiik arra, hogy minél tobb dummy-t vegyenek, mégpedig gy, hogy X-ben, Y-ban
és W-ben néhany targy arat g—vel megnoveljiik. A bizonyitas tobbi része elég technikai jelleg,
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dummy-t optiméalis megoldasban (vagyis W-ben vannak ezek a targyak), akkor a K-val valo kezdeti

a $-vel novelt arakkal rendelkezd targyak szamat kell kiszamolni. Ha mindharom véasarld kaphat
arnovelés utan méar jo lesz az arazas, valamint ha csak egy vasarlé kap dummy-t, akkor csak az &
szempontjabol kell eltolnunk az arakat.

Eddig lattuk azt, hogy tetszdleges szami vasarld esetén létezik dinamikus arazas, ha minden
vasarlo igénye legfeljebb 2, és legfeljebb harom vasarld esetén mindig létezik dinamikus arazas. A
harom vasarlorol eggyel tovabb tudtunk lépni. Sikeriilt egy tjabb eredményt bizonyitani: négy
vasarld esetén is létezik dinamikus arazas tetszéleges igények mellett. Az allitast még csak abban
az esetben tudjuk bizonyitani, ha a piacon 1év6 targyak szama nem kisebb az igények Gsszegénél.
Ennek a bizonyitasa némiképp hasonlit a harom vasarld esetére, de tovabbi triikkokre is sziikség
van. Mint eddig, most is egy 7 lefogod silyozasbol indulunk ki, és a targyak egy jo sorrendjét
keressiik. A targyakat most is particionaljuk aszerint, hogy mely véasarlok szamara optimalisak.
Az olyan targyhalmazokban, amelyek két vasarlo szamara optimalisak, most is kijeloliink kotelezd
targyakat, melyek kis cimkéket kapnak. Azonban nem biztos, hogy ha egy vasarlo a kotelezs
targyai utan szabadon valaszt, akkor be lehet fejezni optimalisan a vaséarlast. Az egyik oGtlet az,
hogy minden vaséarloparosra nézziik meg, hogy az egyik tud-e tgy vélasztani a kotelez&i utan,
hogy a tarsanak ne maradjon elég optimalis targy. Ha nincs ilyen paros, akkor a kotelez6k utan
szabadon valaszthat az elsg vasarlo, a mésik harom vasarlonak jut elég optimalis targy. Abban az
esetben, ha van ilyen paros, a masik két vasarlé tobb optimalis targyat 1at, mint az igényeik 6sszege,
vagyis az els6 vasarlonak mindenképp kell vinnie targyakat ezek koziil. Tehat még tijabb kotelezs
targyakat ki kell jel6lni az els§ véasarld részére. A bizonyitas tovabbi része kicsit hosszadalmas és
féleg technikai jellegd.

A tovabbiakban jo lenne valaszt keresni arra a kérdésre, hogy tetszéleges szamu véasarld és
igényfiiggvények esetén van-e dinamikus arazas. Altalanosabb igényfiiggvények esete is érdekes
lehet. Ezenkiviil érdemes lenne megvizsgalni, hogy mi mondhatoé el, ha a piac kiiiritése a cél, vagy

ha kiilonb6z6 moédon viselkednek a vasarlok a szamukra 0 hasznossaggal rendelkezs targyaknal.
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