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A kétfézisi optimalizélds eqgy olyan feladat, ahol eqymds utdn kétszer is optimalizdlunk. Az elsé fézisbeli dontésho-
zasnal még nem all minden informacid a rendelkezésiinkre, az csak a dontés meghozdsa utan deril ki, majd ezutan az elsé
fazisbeli dontés és az Uj informacié fliggvényében hozzuk meg a mdsodik fazisbeli dontést. Az ismeretlen informdcidhal-
mazt tekinthetjiik egy véges halmaz vagy eqy poliéder pontjainak. Mivel az erre felirt modell bizonytalansdgot tartalmaz,
de ezt nem a valdszinlségszamitds eszkozeivel szeretnénk kezelni, a megolddst robusztussa kell tenni, azaz biztositani
kell, hogy a bizonytalan halmaz barmely pontjét véve megoldds marad. Ezen belil viszont a leheté legjobb megoldast
szeretnénk megtalalni. Tehat példaul egy robusztus modellnek, amelyben minimalizalasi feladatot szeretnénk megoldant,
a célfiiggvényében egy max min kifejezés fog allni, ahol a bizonytalan halmaz elemein vett maximalizélés jelenti, hogy a
legrosszabb esetre késziiliink fel, de ezen belil mar minimalizélunk, és a legjobb megoldést keressik.

Ebben a félévben azzal folytattam a kétfdzisi robusztus optimalizdlassal kapcsolatos munkdt, hogy az elézd félévben
megismert C&CG algortimust implementaltam egy konkrét modell esetén, alaposan kielemeztem a paraméterek kiilonbozé
értékel esetén kapott futdsi eredményeket, és alkalmaztam eqy valééletbeli probléméra, ahol a problémét, illetve a kapott
eredményeket részletesen vizualizéltam. A hasznalt modellt az [1]-es cikkbél vettem, és a programot FICO Xpress + Mosel

kornyezetben implementaltam.

1. A modell

A modell egy p-median problémdnak a kétfdzisii robusztus valtozata. Ebben egy hozzdrendelési feladatot szeretnénk
megoldani az /-vel jelélt kliens- és a J-vel jelolt gydrhalmaz kozott (J C /, s6t elészor még teqyiik fel, hogy / = J). A |J]
darab gyar koziil pontosan p darabot szeretnénk megnyitni, ezeknek nincsen megnyitdsi koltsége. Ezutan a megnyitott
gyarakhoz rendeljik hozza az / kliens halmazt. Innentél viszont eltér a modell a jol ismert p-median probléméatél, ugyanis
azt a jelenséget is szeretnénk modellezni vele, ahol eldre nem lathatd okobdl néhdny gyédr ledll, ekkor pedig a megmaradt
gyarakkal kell tjratervezni a hozzdrendeléseket.

A qyérakhoz tartozé bindris dontési valtozé y € {0, 1}V lesz, ahol y; = 1 pontosan akkor, ha megnyitjuk a j-edik gyarat.
Minden i klienshez tartozik egy d; igény, amelybdl ha eqy eqységet a j-edik gydr szolgdl ki, akkor ennek a koltsége
cij. El8irjuk, hogy a koltségfiiggvény olyan legyen, hogy c; = 0 Vi. Az elsd fdzisnak van egy masik dontési véltozdja
is, x € [0, 1]V ahol x;; azt (rja le, hogy i-edik kliens igényének hdnyad részét szolgalja ki a j-edik gydr (amelynek
nyitottnak kell lennie).

Ezek utdn térjlink réa a modellben szerepld bizonytalansdgra, amelynek értéke azutan deriil ki, hogy y és x véltozokat
rogzitettilk. Ehhez bevezetiink egqy z € {0, 1}/ bindris valtozét, ahol z; = 1 pontosan akkor, ha a j-edik gyar kiesik. A
kiesé gydrak szamat korldtozzuk egy eldre rogzitett k egész szdmmal. A kiesé gydrak miatt tobb kliens igénye kiszolgdlé
nélkil marad. Ezeket a klienseket a megmaradt gyarakhoz kell hozzarendelniink, ezért bevezetjik a mdsodik fazis dontési
véltozdit, w € [0,1]"VIt és g € [0, 1)/t wy; fogja kifejezni azt, hogy a mésodik fézishan az i-edik kliens igényének
hdnyad részét szolgdlja ki a j-edik gyar, mlg g; azt, hogy az i-edik kliens igényének mekkora része marad kiszolgalatla-

nul. Egy i klienst csak egy megnyitott és épen maradt gydrhoz rendelhetjiik hozza, amelynek az igény 1 — q; részét kell



kiszolgalnia. Az eddig leirtakat az aldbbi korlédtok fejezik ki.
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Ahol S(y, z) azokbdl a (w, g) vektorokbdl &ll, amelyek teljesitik a kovetkezd korldtokat:

wi <1 —2z Vi,j (8)

wy <vy; Vi j 9)

Y wijtqi=1 Vi (10)
J

wy >0 Vij, g >0 Vi (11)

Ebben (1)-(5) fejezi ki a célfliggvényt és a p-median probléma feltételeit, (6)-(7) a bizonytalan halmazt, mig (8)-(11) az
Ujrakonfiguralast.

A célfiiggvény két tagbdl tevddik ossze: a normal koriilmények kozotti mikodés koltségének és a legrosszabb esetbeli
mikodés koltségének Gsszege. A o € [0,1] paraméterrel allithatjuk be, hogy a tervezés soran melyik esetet milyen
stllyal szeretnénk figyelembe venni. Minél nagyobb a g, annal konzervativabb a modell. Az elsé tagban az elsé fazisbeli
hozzarendeléssel kapott szallitasi kéltség minimalizdldsa szerepel. A masodik tagban a lehetséges z vektorokra vett
maximum fejezi ki, hogy a legrosszabb esetet keressiik, és ezen beliil minimalizdljuk a koltséget, amely két dologhdl
tevddik ossze. A kiszolgadlt igények koltségébdl és a nem kiszolgalt igényekbdl, amelyet eqységenként egy M konstanssal
biintetiink. Az itt szerepld 6 paraméter azt a jelenséget kivanja modellezni, hogy amennyiben az i-edik telephelyen leall
egy quar, ott a kliens igénye is megvaltozhat. Példaul egy természeti katasztréfa esetén eqy luxustermék irdnti kereslet
lecsokkenhet, mig a gydgyszerek irdnti kereslet megnovekedhet. Ehhez a O paramétert egy (—oo, 1]-beli valds szdmnak
rogzitjik, és {gy lathatd, hogy ha a (0, 1] intervallumba esik, akkor az az igénycsokkenést fejezi ki, mig negativ szamként

az igény novekedését.

Megjeqyzés. A célfiiggvény felirdsdndl kihaszndltuk, hogy a | és | halmazok megegyeznek, azaz minden kliens eqyben
potencidlis telephely is. Ha azonban a J C | esetet szeretnénk vizsgdlni, akkor azon klienseknél, amelyek az |—J halmazba
esnek, az (1 — 6z;) kifejezés nem értelmes, (qy itt példdul csindlhatjuk azt, hogy kettébontjiuk a célfiiggvényben szerepld

0sszegzést a kovetkezéképpen.
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Nem okoz tehdt problémdt, ha a modellt a J C | esetre szeretnénk alkamazni, de azért, hogy a tovdbbiakban is toméren

leirhato legyen a célfiiggvény, maradjon meg a feltevés, hogy | = J.

2. A C&CG algoritmus

Az eldzd félévben részletesen foglalkoztam az algoritmus elméleti hatterével. Roviden dsszefoglalva az ilyen kétfazisd
modellek esetén a megoldds keresése nehéz, ezért nem a teljes problémdt szeretnénk rogton megoldani, hanem Udjabb
és Ujabb iterdcidkban megkeressiik a bizonytalansagot adé poliéder extrém pontjait (szignifikdns szcendridk). Ezt egy
mesterprobléma-szubprobléma szerkezet(i algoritmussal tessziik meg. Kezdetben tehat kiindulunk az elsg fazis feltételeibél
(@ modell (2)-(5) korlatjai), megoldjuk, és kapunk egy optimalis (y, x) part, amelybdl eqgy alsd korldtot tudunk eldallitant
(hiszen az eredeti minimalizaldsi feladat eqgy relaxaltjat oldottuk meg). Ezutan kovetkezik a szubprobléma, ahol kiszamoljuk,
hogy ezen y vektor mellett a mdsodik fézisban melyik a legrosszabb eset, amely eléfordulhat. Ezzel kapunk egy szignifikans
z vektort, amelybdl eqyrészt szdmolhatunk egy felsé korlatot az optimumra (rogzitett y mellett optimalizalunk), masrészt
Uj valtozokat és a z értéke mellett rdjuk vonatkozo korlatokat felvéve a mesterproblémahoz a kovetkezd iteraciéban jobb
alsod korlatot kapunk. Az algoritmus akkor &ll meg, amikor a két korldt dsszetaldlkozik.

A modellinkre alkalmazva pedig a kovetkezéképpen néz ki.
1. Legyen az alsd korldt LB = —o0, a felsé korldt UB = +oo0,n = 1.

2. Oldjuk meg a mester problémét (MP):
min (1 — o) Z Z cijdixij + on
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3. Allitsuk be LB-t a kapott optimumra, és legyen (y”,x") MP optimalis megolddsa, ezt hasznalva oldjuk meq a
kovetkezd részproblémat (SP):
max m"L(r; Z ; cij(1 — 0z;)diwy; + Z/\/IU — 0z)d,q;
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4. Legyen SP optimdlis megolddsdnak értéke Q(y"), és az optimdlis z értéke pedig z".
Legyen UB = min{UB, (1 — p) ; ; cydixfy + pQy")}.

5. Ha UB—LB < ¢, akkor 4lljunk meg. Kilonben vegytink MP-hez Gj (w", g") valtozdkat a rdjuk vonatkozé korlatokkal
egyltt z" érték mellett. Legyen n = n + 1, és menjiink a 2. lépéshez.

Ahhoz, hogy ez az algoritmus implementalhatd legyen, két kérdés meriil fel SP-vel kapcsolatban. Az elsé az, amellyel
az el6zd félévben mdr sokat foglalkoztunk, hogy van-e mindig megoldésa, azaz Q(y") értéke véges-e. Ebben az esetben
ugyanis nem lehetne eqyszertien lekérdezni a solvert6l az optimalis z” értékét, vagyis azt a z vektort, amelyre nézve a
feladat nem megengedett. Szerencsére itt SP mindig megengedett, még abban az esetben is az lenne, ha kapacitdsos
feladatot néznénk, hiszen lehetnek kiszolgalatlanul maradt igények, csak ezeket egy M értékkel bilntetjik. Ez egyben azt is

bizonytja, hogy az algoritmus lépésszéma véges, hiszen legfeljebb annyi iterdcid lesz, amennyi a {z € {0, 1}/ : 5~ 7 < k}
J
halmaz elemeinek szdma.

A mésik kérdés az, hogy hogyan linearizdljuk SP maxmin alaki célfiiggvényét, erre kétféle mddszert prébéltam ki.
Az elsében a belsd minimalizdldst hagyjuk el, és helyette felvesszitk a probléma dudlis feltételeit (legyenek a dudlis
valtozok uyj, vij, s;, amelyek rendre a (6)-(8) feltételekhez tartoznak), illetve a komplementaritdsi feltételeket. Ekkor a

kovetkezé programot kapjuk.
maxy Y (1= 0z)diw; + ) M1 = 6z)diq;
i i
W,‘/‘S 1 —Z/‘ vt,j
wy <yj Vi
Z Wij +q; = 1
J
uij + vij + 5 < Ci/di(1 — QZL') Vi, |
si < Md(1—6z) Vi

ZZ/ < k

J
wii >0 = uy+vj+s=c;di(1—0z) Vij
gi>0 = s, =Md;,(1—-0z) Vi
U <0 = wy=1-2z Vij
vy <0 = W,-j=g7 Vi, j
wy; >0 Vij, ¢>0 Vi, u; <0 Vi,j, v;<0 Vi, j, z€{0,1} Vj

A masodik &tiras [1]-bdl szérmazik, és az el6z6hoz hasonléan itt is a dudlis feltételeket vessziik fel, de a komplementaritasi

feltételek helyett a célfiiggvényt (rjuk at, és Gsszeolvasztjuk a z-re vett maximumot és a dudlis problémaban szerepld



maximalizéldst. Az (gy kapott célfiggvény nemlinedris lesz, de a nagy M-mddszer (amely egy megfelelden nagy M

konstanst haszndl) segitségével linearizdlhatjuk.
n
e L (=gt )0 uluit) s
i J i j i

u+ v+ s < ¢pdi(1 — 0z) Vi, j
s < Md(1—6z) Vi
ZZ/ < k
J
uy <0 Vi, j, vy <0 Vi, j, z€{0,1} Vj

A célfliggvényben az u;z; tag okozza a problémat (yj értéke rogzitett, {(gy a mdsodik tag is linedris), de bevezetve (j

Uij = uyjz; valtozokat, és kihaszndlva, hogy z bindris, a kovetkezdképpen kiiszobolhetjik ezt ki.
n
22 (= Uiyl + Qs
{ J i

uj + vy + si < cydi(1 = 0z) Vi, j
s, < Mdi(1 — 62) Vi
Uj>uy Vij
Uj>—Mz Vi
Uy < uy +M(1 = 2) Vi,j

ZZ/ < k

J
U[/'SO Vi,j, U[/SO V[,j, \/,'jgo Vi,/, ZJE{O,1} VJ

Mindkét modszert implementdltam, végll a masodik atiras bizonyult hatékonyabbnak, valdszintlleg amiatt, hogy az elsd
mddszerben szerepldé komplementaritasi feltételek felirdsahoz sok Uj bindris valtozét kell bevezetni, és ezek lelassitjdk a

programot.

3. Futasidok és paraméterek

Az algoritmust részletesen teszteltem, hogy megvizsgalhassam, mely paraméterek hogyan hatnak a futdsidére. A tesztelést
egy Asus ZenBook Pro 15-n (Intel Core i7-8750H, 2.20GHz, 16GB RAM) végeztem Windows 10 kornyezetben, a maxi-
malis id6keret két dra volt, ha ennyt id6 alatt nem futott le, akkor azt a tdblazatokban T-vel jelzem. A tesztfajlokat a
kovetkezd alfejezetben is szerepld szlovadk vdrosokat tartalmazd adathalmazbdl generdltam az / és J indexek véletlenszer(
valasztasdval, az igényeket minden kliens esetén 1-nek definidltam, és M érték gy valasztottam, hogy nagyobb legyen,
mint max ¢, és (gy mindig minden igény ki legyen szolgalva.

Két esgtet vettem: amikor / = J és amikor J C /. Eldszor (gy vélasztottam |/| méretét, hogy a kétféle feladatban meg-
egyezzen, de (gy olyan kis méret(i feladatokat kaptam a / C [ esetben, hogy lényegében minden inputra egy mdsodpercen
és két iteracion belil lefutott. Emiatt ebben az esetben az |/| = 75 mérettdl indultam, mig az / = J esetben ez volt a
maximalis méret, amit kiprébaltam. Tehat nem meglepd mddon a feladat mérete hatassal van a futdsidére.

Egy masik paraméter, amely latvdnyosan befolydsolja, hogy mennyi idd alatt taldl megolddst az algoritmus, az a modell



konzervativsdgat szabdlyozé o. Tapasztalataim szerint ennek fiiggvényében monoton novekedik a feladat bonyolultsdga,
és (gy a futdsidé.

A paraméterek kozil még k volt az, amelynél dsszefliggést talaltam a futdsidével. lgaz, hogy csak két értékére teszteltem
le az algoritmust, de mér ezekbdl is latszik, hogy k névekedésével nehezedik a feladat: az algoritmus éltal tett lépések
szdma egyenesen aranyos a bizonytalan halmaz szamossdgaval. Marpedig k novelésével ez a szdmossdg né (legaldbbis
k = %—Lg, utdna ismét csokken).

A paraméterek kozll p és 6 maradt ki. Az elébbit a feladat méretéhez igazitottam, {gy ezt nem elemzem kiilon, az utébbinal

pedig nem taldltam Gsszefliggést.

| x|J| p o k 6 |Futdsidé (mp) Iterdcidk
2525 5 01 1 -1 1.49 5
0 2534 6
0.579 4
2 -1 1.077 5
15.063 13
1.484 6
05 1 -1 21.475 13
23.186 13
20.948 13
2 -1 309.122 32
4991.652 82
1 374.365 38
50x50 10 01 1 -1 3.348 4
4509 5
0.746 2
2 -1 39.016 13
81.567 14
6.157 6
05 1 -1 129.93 15
101.231 14
8.658 6
2 T -
T _
1 A -
/5%/5 15 01 1 -1 10542 5
4677 3
13.427 5
A 48.864 8
41.005 8
71.962 10
05 1 -1 520.023 15
419.797 16
239112 13
2 -1 T -
0 A -
1 A -

1. tdbldzat. Futdsidék az | = J esetben



x| p o k 6 |Futdsidé (mp) Iterdciok

/520 4 0.1 0.547
0.416
0.453
2 -1 1.081
0.804
0.86
05 1 -1 3.059
1579
1.785
2 -1 12538
13.024
10.322

—_—
o
N

100x25 5 01 1 -1 1.851
1.595
1.685
2 -1 1.966
2.717
1.356
05 1 -1 1.899
1.788
6.236
2 -1 18.923
15.662
17.646

125x30 6 01 1 -1 1.163
1.148
0.908
2 -1 6.022
578
5157
05 1 -1 2.621
3.035
5.462
2 -1 48.561
39.255
1 32.65
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2. tdblazat. Futdsiddk az J C [ esetben



4. Egy valé életbeli példa

Az algoritmust kiprébdltam egy teljes egészében valds adatokon alapulé feladaton is. Ehhez a c;; értékeket tartalmazo
matrixra volt sziikségem, illetve a d; igényvektorra. A tdvolsdgmatrixot a http://frdsa.uniza.sk/ buzna/pageb/
supplement4/benchmarks.html| linkrl vettem, ez eqy 2928 szlovék teleplilést és tdvolsdgaikat tartalmazé féjlcsomag.
Ez olyan nagy feladat lenne, amely eldreldthatélag nagyon lassan futna le, és a kapott eredményeket nehéz lenne dbrazolni
is. Emiatt a feladat méretét jelentdsen lecsokkentettem, és csak Szlovdkia 40 legnagyobb varosat vettem, hatdrként a 20
ezres élekszamot hiztam meg. Az igényeket pedig a lakossdagszdm adta.

A kévetkezd paramétereket valasztottam: |/| =]/ =40, p=8,0=025 k=2¢és0=1.
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2. dbra. k=2 gyar leallasa utan

Az [Thes dbran lathatéak az elsd fazisbeli normdl mlikodés melletti hozzarendelések, a térképeken zold péttyel jeloltem
a megnyitott gyarak varosait. Két érdekességet vehetiink észre, amelyek az orszdg szerkezetébdl adddnak. Mivel a
lakossagszamot haszndltam igényként, {gy nyilvanvald volt, hogy Pozsonyban (Bratislava) fog nyitnt gydrat az algoritmus.
De mivel az orszag délnyugati csiicskében helyezkedik el, (gy kevés varost rendelt hozzd. A mdsik ehhez hasonld eset

Kassa (KoSice) varos esete, amelyet szintén tgy nyitott meg az algoritmus, hogy kevés mas vérost szolgdl ki, egész pontosan


http://frdsa.uniza.sk/~buzna/page5/supplement4/benchmarks.html
http://frdsa.uniza.sk/~buzna/page5/supplement4/benchmarks.html

egyet sem.
A [Z}es &brén lathatd, hogy a legrosszabb eset az, amikor az a két gyér &ll le, amelyhez a legtobb véros volt rendelve,
nyugaton Postyén (Piestany) és keleten Varannd (Vranov nad Toplou). Ezeket az abran piros potty jelzi, az Gjrakonfiguralast

pedig a kék élek.
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