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Egyéni kutatomunka 2. Témavezeto: Szoke Robert

Eredetileg Szoke Rébert 2020 tavaszan tartott Komplex sokasdgok c. kurzusan
meriilt fel a kérdés, hogy az X és Y kompakt komplex sokasigok esetén vajon
véges dimenzids-e valamilyen értelemben az X — Y holomorf leképezések halmaza.
Ismert, hogy egy kompakt komplex sokasdg biholomorfizmusai egy (véges dimenzis)
komplex Lie-csoportot alkotnak. Széke Rébert tanacsara végil ezért szoritkoztam
az X =Y specialis estre.

Kutatomunkam témadja tehat a kovetkezo: Egy X kompakt komplexr sokasdg
esetén mit mondhatunk az X — X holomorf leképezések End(X) monoidjdrdl? Ez

a kérdés végiil az alabbi harom valamivel konkrétabb problémaban 6ltétt testet:

1. Létezik-e valamilyen komplex analitikus struktira az End(X) monoidon?
2. Miféle invaridansa End(X) az X sokasdgnak? (Meghatdrozza-e azt példdul?)
3. "Mennyivel” nagyobb End(X), mint Aut(X) C End(X)?

Az els6 kérdésre pozitiv valaszt taldltam az irodalomban, a masodikat pedig sikeriilt
megvalaszolnom: End(X) biholomorfizmus erejéig egyértelmilen meghatarozza az
X sokasdgot. A harmadik kérdésre a vdalasz "attdl figg”: End(P") példaul egy
végtelen sok komponensbdl allo, nem korlatos dimenzidju szornyeteg, mig létezik
olyan X Riemann-feliilet, melyre dim(End(X)) = 1.

1. Komplex struktira az endomorfizmusok monoidjan

Adrien Douady 1966-o0s cikkének kovetkezményeképpen az endomorfizmusok mo-
noidja természetes médon felruhazhaté egy tigynevezett komplex tér strukturajaval.
Elobb ennek a fogalomnak a vézlatos bevezetése kovetkezik, majd Douady

szamunkra relevans eredményei a mi specidlis esetiinkre alkalmazva.

1.1. Definicié. Az (X, Ax) part gytlirtzott térnek nevezziik, ha X topologikus tér,
Ax pedig gyurik egy kévéje X felett. Az Ax kévét ekkor az X struktirakévéjének

mondjuk.
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Egy morfizmus az (X, Ax) és (Y, Ay) gylirtizétt terek kozott egy olyan (f, f)
pér, ahol f: X — Y folytonos leképezés és f : Ay — f, (Ax) egy kéve-morfizmus.
A tovabbiakban Ay altalaban részkévéje lesz a komplex-értékit folytonos

fiiggvények kévéjének. Ekkor az f kéve-morfizmus definicidja tipikusan a kovetkez:

ha U C Y nyilt és h € Ay (U) egy fiiggvény, f(U)(h) :=ho f € Ax(f~1(U)).
1.2. Példa. Ha C39 a sima fiiggvények kévéje az M sokasigon, (M,CS7) gytrlizott
tér és egy f: M — N leképezés pontosan akkor sima, ha f : (M,C5) — (N,CY)

egy gylrizott terek kozti morfizmus.

1.3. Definicié. Legyen D C C" tartoméany, fi,...,fr : D — C holomorfak és
X ={zeD]| fi(z) == fr(z) = 0}. Jelolje Op a holomorf fiiggvények kévéjét a
D tartomanyon és Z = | ; 1iOp az X tgynevezett idedlkévéjét.

Ekkor Ox = (OD/I)}X egy kéve X felett és az igy kapott (X, Ox) gylirtizott
teret lokdlis modellnek nevezziik, az Ox kévét pedig az X-en értelmezett holomorf

fiiggvények kévéjének.

1.4. Definicié. Komplex térnek neveziink egy (X,Ox) gyfirizott teret, ha X
Hausdorff és minden pontjanak létezik egy nyilt kornyezete, amely (mint gytirtizott
tér) izomorf egy lokélis modellel. A komplex terek kozti morfizmusokat holomorf

leképezéseknek nevezziik.

1.5. Példa. Ha Oyx a holomorf fiiggvények kévéje az X komplex sokasdgon,
(X,Ox) komplex tér és egy f : X — Y leképezés pontosan akkor holomorf, ha
f:(X,0x) — (Y,Oy) holomorf az 1.4 definici6 értelmében.

Komplex tér tehat minden komplex sokasdg és lokalis modell, tovabba egy
komplex tér minden nyilt részhalmaza, vagy megfelelé csoporthatassal vett faktora,
illetve két komplex tér diszjunkt unidja, szorzata, stb. Még egy fontos példa az

ugynevezett analitikus altér fogalma:

1.6. Definicié. Tegyiik fel, hogy (X, Ox) komplex tér és Y C X olyan részhalmaz,
hogy minden pontjanak létezik egy U C X nyilt kdrnyezete és fi,..., fr € Ox(U)
holomorf fiiggvények, hogy Y NU = {f; =--- = fr = 0}.

Legyen Z|,, = Y. f;O0x|, az Y idedlkévéje és Oy = (Ox/T)|, . Ekkor (Y, Oy)

is komplex tér és X analitikus alterének nevezziik.

1.7. Definicié. Az (X, Ox) tér dimenzidja az = € X pontban dim, X = dim Ox_,,

a strukturakéve x-beli rostjanak Krull-dimenziéja.

1.8. Megjegyzés. Az irodalomban Krull-dimenzié helyett altalaban Chevalley-
dimenzo6t haszndlnak, de [6] 8.2. alfejezete szerint egy lokdlis Noether-gytirti Krull-
dimenzidja egybeesik a Chevalley-dimenzidjaval, Ox , pedig lokélis és Noether. Lasd:

[5], Chapter 2.
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1.9. Definicié. Az (X, Ox) tér bedgyazasi dimenziéja az z € X pontban a legkisebb
olyan d € N szdm, amelyhez létezik egy U — C? holomorf bedgyazdsa az x egy U
nyilt kornyezetének. Jelolés: emb, X

emb, X nem mas mint a 7, X = (m,/m2)* Zariski-érintétér dimenzigja, ahol m,,

az Ox . lokélis gylirti maximalis idedlja. Lasd: [5], Chapter 6.
1.10. Allitas. Tetszoleges x € X pont esetén dim, X < emb,X.
Bizonyitds. Lasd: [5], Chapter 6. O

1.11. Definicié. Az (X,0Ox) tér x € X pontjat simanak, vagy reguldrisnak
nevezzilk, ha létezik egy U nyilt kornyezete, amely biholomorf C" egy nyilt

részhalmazaval.

1.12. Allitas. Az (X,0x) tér x € X pontja akkor és csak akkor reguldris, ha
dim, X = emb,X.

Bizonyitds. Lasd: [5], Chapter 6. O

1.13. Kovetkezmény. FEgy komplex tér pontosan akkor kompler sokasdg, ha

minden pontja requldris. 0

1.14. Tétel. Ha f : (X,0x) — (Y, Oy) egy "rendes” (kompakt halmaz ése kompakt)
holomorf leképezés, akkor f(X) CY egy analitikus altér és dimgg,) f(X) < dim, X.

Bizonyitds. Lasd: [5], Chapter 10. O

Douady cikkének szamunkra relevans kévetkezményeit az 1.15 tételben foglalom
ossze. Az eredeti cikk sokkal tobbet bizonyit, mint ami az 1.15 tétel kimondésaban
szerepel, lasd: [1]. Douady eredményei angol nyelven megtalalhatok a [3] jegyzetben,
vagy a [4] konyv VIII. fejezetében.

1.15. Tétel. Legyen X kompakt komplex sokasdg és jelolje End(X) az X — X

holomorf leképezések monoidjit. Ekkor

1. End(X) természetes mddon felruhdzhatd eqy komplex tér struktirdjdval,

melyen a topologia az egyenletes konvergencia topolégidja.
2. Ak :End(X) x X — X; (f,z) = f(x) kiértékeld leképezés holomorf.
3. A figgvénykompozicio egy End(X) x End(X) — End(X) holomorf leképezés.

4. f € End(X) Zariski-érintétere TEnd(X) = H(Ly; Nr,), ahol Ty C X x X
az [ leképezés grafikonja, pr pedig a grafikon normdlnyaldbja. O
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2. Mit mond egy sokasagrdl az endomorfizmus-monoidja?

Legyen X kompakt komplex sokasag. Azt szeretném bebizonyitani, hogy X
endomorfizmusainak a monoidja — felruhdzva az 1.15 tételben definialt komplex
strukturaval — biholomorfizmus erejéig egyértelmiien meghatarozza az X komplex

sokasagot. Pontosabban:

2.1. Tétel. Ha X ésY kompakt komplex sokasdgok és ® : End(X) — End(Y) egy

biholomorf monoid-izomorfizmus, akkor ® indukdl eqy ¢ : X — Y biholomorfizmust.

Bizonyitds. Jelolje Cx C End(X) a konstans X — X leképezések halmazat és
a: Cx — X a természetes bijekciot. A c¢él azt belatni, hogy a egy biholomorfizmus,
ehhez azonban elébb meg kell mutatni, hogy Cx természetes modon 6rokol egy
komplex struktirat az End(X) tértol.

EbbdSl mar kovetkezik a tétel allitdsa: tegyiik fel, hogy ® : End(X) — End(Y)

egy biholomorf monoid-izomorfizmus. Nem nehéz meggondolni, hogy
Cx ={f €End(X)|Vg € End(X): fog=f},

tehat C'y kizardlag a monoid-struktiratol figg. Kovetkezésképpen, mivel & egy

monoid-izomorfizmus, ®(Cx) = Cy és mivel ¢ egy biholomorfizmus, a

®
(V2R X i) OX i) Cy i) Y
leképezés is az. Most megmutatjuk, hogy « valéban biholomorfizmus.

Els6 1épés: komplex struktira a Cx halmazon. Ahhoz, hogy Cx 06rokoljon
egy komplex strukturat, elég megmutatni, hogy Cx C End(X) nyilt. (Valéjaban
Osszefiiggdségi komponensek unidja.) Az 1.15 tétel elsé pontja szerint End(X)
topologidja az egyenletes konvergencia topoldgiaja.

Megmutatjuk, hogy C'x nyilt: tegyiik fel indirekt, hogy az f,, fliggvénysorozat csu-
pa nem konstans leképezésbél all, de mégis az f(z) = ¢ € X konstans fliggvényhez
konvergal egyenletesen. A ¢ € X pontnak létezik egy U nyilt kornyezete, amely
biholomorf egy C"-beli nyilt halmazzal. Ekkor minden n € N esetén létezik egy
z, € X pont, melyre f,(z,) ¢ U, hiszen kiilonben f, : X — U C C" konstans
leképezés lenne X kompaktsaga miatt. Ugyanezen okbdl tehetjiik fel, hogy =, — =
konvergens sorozat, de ekkor f,(z,) — f(z) = c¢. Ez az X \ U halmaz zartsaga miatt

azt jelentené, hogy ¢ € X \ U, ami ellentmondds, hiszen U a ¢ egy nyilt kornyezete.
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Masodik lépés: a : Cx — X biholomorfizmus. Legyen xy € X tetszdleges. Ekkor

Cx = Cx x{zo} C End(X) x X és az « bijekcié nem mdas mint a
Cx =2 Cx x {zo} — End(X) x X 5 X

(holomorf) leképezés, ahol k az 1.15 tétel méasodik pontjanak kiértékel6-leképezése.
Egy holomorf bijekci6 két azonos-dimenzids komplex sokasag kézott automatikusan
biholomorfizmus, 14sd pl. [2] els6 fejezetét. Elég tehat beldtnunk, hogy Cy egy n-
dimenziés komplex sokasdg. Ehhez legyen f € Cx az azonosan ¢ € X leképezés.

Ekkor 1.15 negyedik pontja (és X kompaktsdga) kovetkeztében
TiCx = H'(Ty,Nr,) = HY(X x {c},X x T.X) = H°(X,C") = C".
Masrészt 1.14, illetve 1.10 szerint
n = dim(TyCx) > dimy; Cx > dimy ) a(Cx) = dim. X =n,

tehat 1.13 alapjan C'x egy n-dimenzidés komplex sokasag. Ezzel belattuk, hogy az
End(X) monoid biholomorfizmus erejéig egyértelmiien meghatarozza az X kompakt

komplex sokasagot. [

2.2. Megjegyzés. Természetes kérdés, hogy a 2.1 tétel igaz marad-e komplex
sokasagok helyett kompakt komplex terek esetén is.

A fenti bizonyitds minimélis moddositasokkal altaldanosithaté normalis terek
esetére. (Egy komplex teret normalisnak neveziink, ha a struktirakévéjének minden
rostja normalis lokalis gylrti. Ennek egy ekvivalens atfogalmazasa, hogy a tér
szingularis pontjainak kodimenzidja legaldbb 2 és minden a szingularis pontok
komplementerén értelmezett holomorf fiiggvény holomorfan kiterjed az egész térre.)

Ha az X tér szingularitdsai normalisnal bonyolultabbak, a 2.1 tétel bizonyitésa
nem miikodik: Némethi Andras ellenpélddaja egy olyan X komplex tér, amely
nem biholomorf a konstans endomorfizmusainak Cx halmazdval. (C'x ehelyett X

normalizaltjaval biholomorf.)

3. Példak

3.1. Példa. Jelolje P" az n-dimenziés komplex projektiv teret. Ekkor
End(P") = [ [ Enda(P"),
d=0

mint komplex tér, ahol Endy(P") egy ((n+1) (”;d) — 1)-dimenzids komplex sokaség
és EndO(IP’") =P,
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Bizonyitds. Folklér, hogy minden P* — P" holomorf leképezés [fo(2),..., fu(2)]
alakd, ahol az f; fiiggvények azonos fokui homogén polinomok.

Jelolje Endy(P") a projektiv tér olyan endomorfizmusait, amelyeknek minden
koordindtaja d-edfokt polinom és H(n + 1,d) az olyan C**! — C"*! polinomiélis
leképezések vektorterét, melyeknek minden koordinatafiiggvénye homogén d-edfokd.
Minden f € H(n+1,d) leképezés, amelyre fenn all, hogy f~1(0) = 0, reprezentdl egy
elemet az Endy(P™) halmazban. Az f és g leképezések pontosan akkor reprezentaljak
ugyanazt az elemet, ha minden j indexre 5—; : P" — C* ugyanaz a (holomorf és ezért
konstans) leképezés. Ekkor tehat létezik egy ¢ € C* konstans, amelyre f =c- g.

Kovetkezésképpen, az f~1(0) = 0 feltétel nyiltsdga miatt, Endg(P") egy nyilt
részhalmaza a P(H(n—l— 1, d)) = pr+)("7%) -1 komplex projektiv térnek. Specidlisan,
ha d =0, az f~1(0) = 0 feltétel semmitmondé és Endy(P") = P". O

3.2. Példa. Legyen X = C"/I" egy kompakt komplex térusz. Ekkor
End(X) = [ [ Xu.
d=0

mint komplex tér, ahol X; = X minden d esetén.

Bizonyitas. Nem nehéz megmutatni, hogy X minden endomorfizmusa egy olyan
C" — C™ "komplex-affin” transzformaciébol szarmaztathatd, amely a I' rdcsot egy
u + I eltoltjaba képezi, ahol u € C".

Minden ilyen leképezés egyértelmiien felirhato egy a I' racsot énmagaba képzo
komplex-linearis transzformacié és egy eltoldas kompozicidjaként. A z +— 2z + u és
2z +— z + v eltolasok pontosan akkor adjak ugyanazt az endomorfizmusat X-nek, ha
u—v € I'; tehédt az eltolasok halmaza bijekciéban all X-szel.

Legyen A : C* — C” olyan komplex-linearis transzformacié, amelyre AI' C T'.
Valasszuk C" = R?" (valds) bazisdnak I' egy generatorrendszerét. Ekkor az AT C T
feltétel azzal ekvivalens, hogy ebben a bazisban az A matrixa egész-egyiitthatos.
Az AT C T egyenletnek eleget tevd A komplex-linedris transzforméciok tehat egy
diszkrét teret alkotnak, amelyrol az egész szammal valé nyujtasok mutatjak, hogy
megszamlalhatoan végtelen szamossagu.

Mindent Osszevetve tehdt End(X) biholomorf X és egy (megszamlalhatéan

végtelen) diszkrét tér szorzataval. O

3.3. Példa. Legyen X egy (g > 1)-génuszi Riemann feliilet. Ekkor
End(X) = X U {véges sok pont},

mint komplex tér. (A g = 0,1 esetek a 3.1 és 3.2 példék specidlis esetei.)
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Bizonyitas. Michele de Franchis 1913-as cikke szerint, amennyiben X és Y kompakt
Riemann-feliiletek és ¢g(Y) > 1, a nem-konstans holomorf X — Y leképezések
halmaza véges. Lasd: [7]. O

4. Fennmaradd kérdések

A kompakt komplex sokasdgok endomorfizmus-monoidjaival valé ismerkedésem

soran tobb olyan kérdés is felmertilt, amivel a jovoben még szivesen foglalkoznék:

e A 3.1, 3.2 és 3.3 példakat alapul véve természetes sejtésnek tiinik, hogy egy
X kompakt komplex sokasidg End(X) endomorfizmus-monoidja mindig sima.
Erre utal az a tény is, hogy egy olyan G komplex tér, amely el van latva
egy a szokasos csoport-axiémakat teljesit6 G x G — G holomorf miivelettel,

automatikusan sima. Lésd a [3] jegyzet 7.2. alfejezetét.

e Mi mondhat6 az Y C X részsokasdg és a Hol(X,Y) C End(X) részhalmaz
kapcsolatarél? Analitikus altér-e Hol(X,Y') C End(X)?

e Michel Brion projektiv varietdsok endomorfizmusairdl sz6lé [8] cikkének mely

allitasai altalanosithatok a kompakt komplex sokasagok esetére?

e Legyen ~ valami érdekes ekvivalencia-relacié az endomorfizmus-monoidon.
(Példaul f ~ g, pontosan akkor, ha f* = ¢* : Pic(X) — Pic(X), vagy, ha
f és g homotépok, stb.) Mi mondhat6 az End(X)/ ~ objektumrél?
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