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KivoNAT. Hipergrafok arnyékat vizsgaljuk abban az esetben, ha a
hipergraf maximalis fokszama valamilyen korlat alatt marad. Az
arnyék és a hipergraf méretének hanyadosara, az arnyékhanyadosra
adunk also becslést kiilonbozd fokszamkorlatok esetén. Megvizs-
galjuk a felmeriilg egyenlGtlenségeket egyenlGséggel teljesits ext-
remalis hipergrafok kérdését is. A 6 eszkozeink a Kruskal-Katona
Arnyék Tétel és Sperner egy lemmaja az arnyékhanyadosrol.

1. BEVEZETO

Jelen dolgozatban a korlatos fokszamu hipergrafok arnyékara kere-
siink also becslést. Uj eredmények az 1.2, 1.3, 1.4 tételek és a 2.4
lemma.

Egy [n] = {1,...,n} alaphalmaz feletti k-uniform # hipergrafon
olyan halmazrendszert értiink, amelynek elemei az [n] halmaz k elemii
részhalmazai koziil keriilnek ki. Jeldlésben H C ([Z]). ‘H arnyékan azt a
o(H) C (k[f]l), (k — 1)-uniform hipergrafot értjiik, amire o(H) = {B €
(k[f}l)ElA € H: B C A}. Ha k > 3, akkor H elemeit hiperéleknek,
o(H) elemeit éleknek nevezziik.

Ha példaul H egy 3-uniform hipergraf az {1, 2, 3,4} halmazon és H =
{{1,2,3},{2,3,4}}, akkor az arnyéka o(H) = {{1,2}, {1, 3}, {2, 3},
{2,4},{3,4}}, vagyis az az egyszeri graf lesz, amelynek csuicshalmaza
{1,2,3,4}, és {1,4} kivételével az sszes élet tartalmazza.

Legyen a H hipergraf elemszama |H|, az arnyékanak elemszama pe-
dig |o(#H)|. A Kruskal-Katona Arnyék Tétel pontos alsé becslést ad
|o(H)|-ra |H| fiiggvényében | : ]. De mit mondhatunk az
arnyék méretérdl, ha azt is feltessziik, hogy H maximalis fokszama,
A(H) valamilyen f korlat alatt marad? Jelen dolgozatban azt a kér-
dést vizsgaljuk, hogy a |a\§1{‘)| arnyékhanyadosra milyen als6 becslést

tudunk adni, ha H maximalis fokszamat, A(H)-t korlatozzuk.
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Ha semmi kikotést nem tesziink H-ra, akkor az arnyékhanyados akar-
milyen kicsi lehet. Legyen példaul H = ([Z]) a teljes k-uniform graf n
ponton. Ekkor || = (}) és [o(H)| = ("), vagyis li%)‘ = .
Ahogy n-et noveljiik, ez tetszdlegesen kozel keriilhet nulldhoz. Tehat
valamilyen megszoritassal kell élniink a széba jové hipergrafok halma-
zara nézve, ha nemtrivialis alsé becslést szeretnénk adni az drnyékhé-
nyadosra. Katona Gyula olyan hipergrafok arnyékhanyadosara adott
éles also becslést, ahol barmely két hiperél metszete legalabb egy eld-
re rogzitett [ szam | |, Uwe Leck pedig a reprezentansrendszerrel
rendelkezd hipergrafok drnyékhanyadosdnak minimuméat hatarozta meg
| |. Mi a maximalis fokszamrol tessziik fel, hogy korlatos, amivel
szintén kizarhatjuk példaul a fenti, nulldhoz tarté arnyékhanyadosi hi-
pergraf sorozatot, ugyanis A( ([Z])) = (Zj), ami tart a végtelenbe n-nel.
Mit mondhatunk az drnyékhanyadosrol, ha feltessziik, hogy A(H) < f
valamilyen f-re?

Vizsgaljuk elGszor a fokszamkorlatos 2-uniform hipergrafok, azaz a
grafok esetét. Grafok esetében az arnyék elemei megfeleltethet&k a graf
nem-izolalt pontjainak. Legyen G egy graf n csicson e éllel. Tegyiik
fel, hogy G-ben minden csiics foka legfeljebb f. Az a kérdés, hogy a
csticsok szama legalabb hanyszorosa az élek szaménak. Mivel minden
élre pontosan két csics illeszkedik és minden cstcsra legfeljebb f él
illeszkedik, ezért az illeszkedd cstics-él parokat kétféleképp megszamolva
fn > 2e adodik. Ebbdl kovetkezik is az elsé tételiink.

1.1. Tétel. Ha H egy 2-uniform hipergrdf f fokszdmkorldttal, akkor

" ()] 2
M T f

A tétel fenti par soros bizonyitasabol az is kiolvashato, hogy az
(1) egyenlGtlenséget pontosan a regularis grafok teljesitik egyenlGség-
gel. Az arnyékhanyadosra adott becsléseken kiviil érdekelnek minket a
becsléseket egyenlGséggel teljesité extremalis hipergrafok. A kovetke-
76 tételeket informélisan gy foglalhatnank Gssze, hogy az adott fok-
szamkorlat altal megengedett lehets legnagyobb teljes hipergraf kozel
extremalis. Sajnos nem minden esetben, s6t van olyan fokszamkorlat
is, ami a legkisebb nemtrivialis teljes hipergrafot is kizarja. Ez utobbi
esetben, amikor f < k és ezért mar ([k;gl]) is ki van zarva a lehetséges
hipergrafok koérébdl, az arnyékhanyadosra lényegesen kiilonb6z6 becs-
lést tudunk adni, mint f > k esetén. Nézziik elGszor azt az esetet,
amikor a teljes hipergrafok ki vannak zarva a fokszamkorlat miatt.

1.2. Tétel. Ha 1 < f < k és H eqy k-uniform hipergrdf f fokszdmkor-
lattal, akkor

lo(H)] f-1
2) w2
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A tétel 3. fejezetben kozolt bizonyitasabol az is kideriil, hogy ebben
az esetben is a teljes hipergrafhoz bizonyos értelemben nagyon hasonlitd
hipergrafok extremalisak. A tétel bizonyitasabol kiolvashato, de rovid
szamolassal is ellendrizhets, hogy tetszéleges H C ([kzl]), |H| = f
egyenlgséggel teljesiti a (2) egyenlGtlenséget.

Mi torténik, ha a fokszamkorlat legalabb k, és igy mar megengedettek
teljes hipergrafok is? Ha H a teljes k-uniform hipergraf (t+ 1) cstcson,

2 — (1) akkor A(H) = () as ool — G &y
azaz 1 = ( K )’ akkor A(H) = (kfl) S T T (7 T ke
kovetkez6 tétel azt mondja ki, hogy az ilyen hipergrafok nem csak f =

(kfl) esetén extremélisak, hanem még joval nagyobb fokszamkorlat

esetén sem tudunk jobbat, mint a ([“];”) hipergraf.

1.3. Tétel. Legyenek t > k > 3 egész szamok, és H egy k-uniform
hipergraf [ fokszdmkorldttal. Ha

po (Nt TERN (- TEETY, (- T
—\k—-1 k—2 k—3 1 ’
akkor

o)k
H| —t—k+2

A 1.3 tételt is a 3. fejezetben bizonyitjuk. A korlatos fokszamu hiper-
grafok arnyékhanyadosanak kérdését visszavezetjiik a korlatos méretii
hipergrafok arnyékhanyadosanak kérdésére, amivel pedig elGtte, a 2.
fejezetben foglalkozunk.

Lehetséges, hogy barmilyen fokszamkorlat esetén a megengedhets
legnagyobb teljes hipergraf extreméalis? Sajnos nem, amint azt a ko-
vetkezG tétel is mutatja.

1.4. Tétel. Létezik k-uniform H hipergraf f fokszdmkorldttal, amire

= () ()

o)l _
|H| t—k+2
A 1.4 tétel 3. fejezetben kozolt bizonyitasa egy explicit konstruk-
ciot ad ilyen feltételeknek eleget tevé H-ra. Mit tudtunk meg ezzel

a teljes hipergrafok extremalitasarol? ([H,;l]) extremalis, ha (kfl) <

f< (k,fl) + (t_lié?ll]), s6t még egy kicsit b6vebb intervallumon is. Ha
viszont (kil) + (Hl;_(;%ﬁ) < f< (Zfll), akkor ([tzl}) mar nem ext-

remalis, ([tZQ]) pedig még ki van zarva a fokszamkorldt miatt. FEzen
az intervallumon az extremélis hipergrafok kérdése nyitott marad, azt
azonban tudjuk, hogy az arnyékhényadosuk valahova a |
intervallumba esik.

_k L)
t—k+37 t—k+2
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2. ARNYEK TETEL ES ARNYEKHANYADOS

Ebben a fejezetben a hipergrafokat nem a maximalis fokszamuk, ha-
nem a méretiik alapjan osztalyozzuk. A 2.4 lemmaval alsé becslést fo-
gunk adni a hipergrafok mérete alapjan az arnyékhanyadosukra, ehhez
a témakor klasszikus tételét, a Kruskal-Katona Arnyék Tételt fogjuk
hasznélni, aminek kimondasa el6tt sziikségiink van némi el6késziiletre.
Az els6 lemménk arrdl szol, hogy pozitiv egész szamok hogyan irhatok
fel bizonyos specialis binomidlis egyiitthatok dsszegeként.

2.1. Lemma (k-binomidlis reprezentacio egyértelmiisége). Ha m és
k pozitiv egész szamok, akkor m egyértelmien kifejezhetd a kovetkezd

alakban:
[0k ax—1 ag
m_QJ+(h%)+”+(J,

ahol ap, > ap_1 > ... >a; >t > 1.
Ezt az alakot az m szam k-binomaidlis reprezentdcidjanak nevezziik.

A tétel bizonyitasa megtalalhato példaul | |-ban (Lemma 1).
A szamok k-binomialis reprezentacioja kulcsszerepet jatszik az Arnyék
Tételben. Segitségiikkel definidlhato az arnyékfiiggvény.

1. Definici6 (Arnyékfiiggvény). Legyen m = (%) + (71) +... 4+ (%)
az m szam k-binomidlis reprezentacitja. Ekkor a k-ad rendd arnyék-
fiiggvény m helyen felvett értéke

Ao = (" )+ (1) o ()

A k-ad rendii arnyékfiiggvény azt mondja meg, hogy egy m hiperélbél
allo k-uniform hipergraf drnyéka legalabb mekkora lesz. Ez az allitas a
Joseph Kruskal és Katona Gyula 4ltal a hatvanas években felfedezett
Arnyék Tétel | : |-

2.2. Tétel (Kruskal - Katona Arnyék Tétel). Tetszdleges H k-uniform
hipergrdfra
lo(H) = Fr([H]).
Tovdbbd, ha m < (Z), akkor létezik H C ([Z]), |H| = m hipergrdf, amire
lo(H)| = Fi([H]).

A tétel eredeti, bonyolultabb bizonyitasai utan tobb viszonylag rovid
bizonyitas is sziiletett. Ilyen bizonyitast adott példaul David E. Daykin
| | vagy Frankl Péter | |-

Ezzel a tétellel igazabol megtudtuk a pontos értékét az arnyékha-
nyadosnak is a fokszamkorlat nélkiili esetben. Az %m) hanyados az
arnyékfiiggvény alakja miatt mégsem becsiilhet6 minden probléma nél-
kiil, ehhez sziikségiink lesz egy még korabbi eredményre is. Az arnyék-
hényadosra adott elsG becslés Emanuel Spernertdl szarmazik 1928-bol

| | és a tartalmazasmentes halmazrendszerek elemszaméarol sz616
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Sperner Tétel eredeti bizonyitasaban keriil el§ (természetesen nem pont
ebben a forméjaban az arnyékfiiggvényre kimondva).

2.3. Lemma (Sperner). Legyenek a > k > 0 egész szimok. Ha 0 <
m < (Z) egész szam, akkor
m —a—k+1

Bizonyitds. Legyen H C (i) olyan hipergraf, amire [}| = m és |o(H)| =
Fi(m). A 2.2 Tételbdl tudjuk, hogy ilyen létezik. Szamoljuk meg H-
ban a tartalmazkodo él-hiperél parokat. Egyrészr6l minden hiperél &
élet tartalmaz, tehat ez a szam k|H|. Masrészt minden élet legfeljebb
a — k + 1 hiperél tartalmazhat, tehat a tartalmazkodo él-hiperél parok
szama legfeljebb (a — k + 1)|o(#H)|. Vagyis |o(H)|(a — k + 1) > k|H|,
ami atrendezve
o)k
H| “a—-k+1

i

Egy kis munkaval ezt az eredményt tovabb erdsithetjik. Err6l szol
a kovetkezd lemma.

2.4. Lemma (Az arnyékhanyados becslése). Legyenek a > k > 0 egész
szdmok. Ha
k-1 u(a+1)
a— =5
0<m< K ,
= ; ( k—u )

Fk(m)> k
m —a—k+1

akkor

Bizonyitds. [ szerinti indukciéval bizonyitjuk, hogy

l u(a+1
@) 0<mgz(a—k(f1>:pk<m>2 k

m a—k+1

Elgszor is, [ = 0 esetén a (3) allitas éppen a 2.3 lemma.
Most tegyiik fel, hogy valamilyen [-re a (3) allitas igaz és nézziik az

[+ 1 esetet. | e o[ @Dt
Legyen tehat m =", ( o )+, ahol 0 < & < ( k121 ),

, . L C k—t
¢s legyen az x szam (k—I—1)-binomialis reprezentaciojaz = > 0| (2.

(14+1)(a+1)
Tudjuk, hogy ekkor z;_; 1 < a— (%L kiilonben x > (“_(kiljﬁ ])

> a— (@] > Xp_j_1 > ... > x4, tehat m k-binomialis rep-
l a_l—u(aljl)~|

rezentacioja m = >, o (“7, F ) + Zf;ltﬂ (%=s). Azaz Fj(m) =
F.(m — x) + Fy(x). Ebbdl adodoan

lenne. Mivel a — |



6 KORLATOS FOKSZAMU HIPERGRAFOK ARNYEKA

Fr(m) _ Fp(m — ) + Fi(z) — (- Fy(m —x) N )\Fk(x)

m m—2x-+x m—x x

ahol A = = € (0,1), tehat % felirhato F’“T(n":x) és F’“x@) konvex
kombinaci6jaként, igy elég erre a két tortre belatni a kivant egyenl6t-
lenséget, Zetm=) > __k - az indukciés hipotézis miatt teljesiil, F’“T(x)—

re pedig hasziélhatjui a 2.3 lemmat, ami azt mondja ki, hogy mivel
(+1)(at1)
x < (a_[k_lfl W), ezért

Fi(z) k—1-1 k—1-1

> > ,
R LS G0 Y E R AR G CRa) Sy Sy R

el e , , . L, 1. . k ,
amirl rovid szamolas utan adodik, hogy éppen ——. Ezzel végére

értiink az indukcios lépésnek és bebizonyitottuk a 2.4 lemmat. O

3. ARNYEKHANYADOS KORLATOS FOKSZAM ESETEN

Az 1.2 tétel bizonyitdsa. Megmutatjuk, hogy ha egy k-uniform hiper-
graf minden foka legfeljebb f < k, akkor az arnyékhényadosa legalabb
k— % Ehhez megnézziik az drnyékhényados viselkedését az 0sszefiig-
gbségi komponenseken, ahol 6sszefiiggség alatt a kovetkezét értjiik.

2. Definici6. Egy H, k-uniform hipergraf H' C H részhalmazat Ossze-
fiiggének mondjuk, ha barmely H, F' € ‘H'-re létezik H = Hy, H>, ..., H;
F hiperél sorozat, amelyre minden i-re H; € H' és |H; N H; 1| = k— 1.

A maximalis Osszefiiggd részhalmazokat Osszefiiggéségi komponen-
seknek nevezziik.

Ha H' és H" két kiilonbo6zo Osszefiiggdségi komponens, akkor arnyé-
kuk diszjunkt, ezért elég az drnyékokat kiilon-kiilon vizsgalni. Mivel a
hipergraf csiicsszamara vonatkozoéan nem tettiink semmilyen megszori-
tast, feltehetjiik azt is, hogy két 0sszefliggdségi komponens csiicshalma-
za teljesen diszjunkt. A bizonyitas kulcsa annak megmutatasa, hogy
egy Osszefiiggdségi komponensben nem lehet til sok hiperél. Errél szol
a kovetkezd lemma.

3.1. Lemma. Ha f < k és ‘H egy k-uniform hipergrdf [ fokszamkor-
lattal, akkor eqy dsszefiiggdségi komponense legfeljebb f hiperélbol dll.

Bizonyitds. Induljunk ki egy tetsz6leges hiperélbdl, nevezziik ezt Hi-
nek. Alljon a H; osszefiigg6ségi komponense a Hy, Hs, ..., H; hiperé-
lekb6l és rendezziik ket olyan médon, hogy minden i-re H; szomszédos
a Hy,...,H; 1 hiperélek valamelyikével. Ekkor igaz lesz a kdvetkezd

3.2. Allitas. Vi€ [t]: | Ni_y Hj| > k—i+ 1.

Bizonyitds. Az allitast ¢ szerinti indukcioval bizonyitjuk. Ha ¢ = 1,
akkor |Hy| = k természetesen igaz.
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Tegyiik most fel, hogy | ﬂé;ll H;| > k —i+ 2. Tudjuk, hogy H;-nek
van szomszédja a Hy, ..., H; 1 hiperélek kozott, legyen ez mondjuk Hj.
Mivel pontosan egy elem van, amit H, tartalmaz, de H; nem, azért ha
H;-t hozzavessziik a metszethez, annak elemszamat legfeljebb eggyel
csokkentheti, azaz | N_ H;| > k —i + 1. O

Tegyiik most fel indirekt, hogy ¢t > f + 1 és nézziik a Hy,..., Hy
hiperélekbdl all6 halmazrendszert. Mivel | ﬂj:ll Hi| > k—f>0,ezért
van olyan elem, amit mind az f+ 1 hiperél tartalmaz, ellentmondasban
azzal, hogy minden cstics foka legfeljebb f. Vagyis ¢ < f, amivel a 3.1

lemma bizonyitdsanak végére értiink.

0

Tehat H minden Osszefiiggdségi komponense legfeljebb f hiperélbdl
all. Tekintsiink egy ilyen OsszefiiggGségi komponenst, ami a Hy, ..., H,
hiperélekbdl all. Mekkora lesz legalabb az arnyék mérete? H; tartal-
maz k élet. H, tartalmaz legalabb (k — 1) olyan élet, amit H; nem
tartalmaz. Es tetsz6leges i-re H; tartalmaz legalabb (k — 4 + 1) olyan
élet, amit Ué-;llHj nem tartalmaz. Tehat az &rnyék mérete legalabb

St k—i+1=kt—(!). Ez az eset pedig el6 is fordulhat, ha bar-

i=1 2
mely két hiperél szomszédos, és a hiperél paroknak mind kiilonbozé a

metszete. .

Mekkora lesz ilyenkor az arnyékhényados? kt_t(g) =k — % Ez
t-ben monoton csokken, tehat az arnyékhanyados akkor minimaélis, ha
az OsszefiiggGségi komponens a lehetd legtobb hiperélbdl all, és ekkor
éppen k— % Ha az arnyékhanyados minden 6sszefiiggé komponensen

legaldbb k — %, akkor az egész hipergrafon is legalabb ennyi. Ezzel
belattuk az 1.2 tételt. A becslés élességét tetszbleges H C ([kzl]),
|H| = f hipergraf bizonyitja.

O

Az 1.3 tétel bizonyitdsa. A bizonyitas alapotlete az a gondolat, hogy
megnézziik az egy pont altal lefogott hiperélek és élek aranyat. Ha
ezt tudjuk minden pontra, akkor ennek segitségével kiszamolhatjuk az
egész hipergraf arnyékhanyadosat. Ha v € [n] a H hipergraf egy csucsa,
akkor legyen H, a v &ltal lefogott hiperélek altal alkotott hipergraf.
Tudjuk, hogy k[H| = >, ) [Ho], mivel minden hiperélet éppen k csics
fog le. Hasonléan adédik, hogy (k —1)[o(H)| = >,y [0(H)o|, mivel
az arnyék minden élét (k — 1) pont fogja le. Tehat

kIH D e Mol
lo(H)o]

amibgl szamunkra annyi lesz fontos, hogy elég a T hanyadosokra

als6 becslést adni, hiszen
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H)o
e o0l lo(3)]
Zve[n] |HU‘ v |H ’

Hatramaradt tehat az a feladat, hogy a |J‘(H )|

lést adjunk. Mivel v-re adott egy fokszamkorlat, ezért ez a kérdés
visszavezethetd a korlatos elemszami hipergrafok arnyékhanyadosara,

jelen esetben a 2.4 lemméara. Errdl szol a kovetkezd lemma. Legyen
d(v) a v fokszdma H-ban.

(5)

d hanyadosra alsé becs-

3.3. Lemma. Legyent > k > 3 és legyen v a H k-uniform hipergraf
egy pontja. Ha

_ ity _r2@+1)
aw) < (1) + (T + (TR L (T
akkor

(6)

(tJrl)]

o(H)ul o k-1
|H,| ~t—k+2

Bizonyitds. Hagyjuk ki H, minden hiperélébdl v-t. Igy kapunk egy (k—
1)-uniform #H_, hipergrafot, amire igaz egyrészt, hogy |H_,| = |H.|,
masrészt, hogy |o(H_,)| = |o(H).|. Mindkét egyenlSséget a H — H U
{v} kélesonosen egyértelmi leképezés bizonyitja. Tudjuk tovabba, hogy
<f+1>
v fokszamkorlatja miatt [H_,| = |H,| legfeljebb (,*,) + ( Eﬂ ) ]) +
|'2(t+1)-| t—’r<k72)(t+l>1 .
( L ) + ...+ ( T ) Alkalmazva a 2.4 lemméat H_,-re, a
kovetkez6 egyenlGtlenséget kapjuk:

(). _ lo(Hon)| | Fia((Hol) k1
| Ho| = HL T t—k+2

ami éppen a 3.3 lemma allitasa. U

Ezzel, Osszerakva (4)-et (5)-6t és (6)-ot, a kovetkezd sorral az 1.3
tétel bizonyitasidnak a végére értiink

k—1|o(H)] _ > ven [0(H)o] > min lo(H).| > kE—1 |
k K| ZUEM Ho| v |y t—k+2

g

Az 1. tétel bizonyitdsa. Legyen H a kovetkezd hipergraf a [t42] cstcs-
halmazon. Legyen egyrészt ([tH]) C H, mésrészt adjuk hozza azokat az
hiperéleket is H-hoz, amiket gy kapunk, hogy ([t+2 k3 H) éleihez hoz-
zavessziik egyenként a (¢t +2) csticsot. Azaz H = ([H,;l JU{EU{t+2}:
E e (- V“H)}

Mekkora lesz ekkor A(H)? A csicsok fokszamaik szerint harom osz-

talyba sorolhatok. FElGszor is d(t + 2) = (Hl;ﬁ%ﬁ). Masodszor, ha
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t+2—[H2] < v < t+ 2, akkor d(v) = (,',). Harmadszor, ha
12 L
v < t+2— [H2], akkor d(v) = (/) + (")), Tehat A(H) =
t t+1-[2]
() + (T,

Es mennyi lesz H arnyékdnak mérete? Van egyrészt az a (f:ll) él,
amit [t 4 1] feszit. Masrészt a tovabbi hozzavett hiperélek miatt az
els6 [t + 2 — [H2]]-bol valasztva egy (k — 2) elemd részhalmazt és
hozzavéve a (t + 2) csicsot, szintén az arnyék egy-egy elemét kapjuk.
A (t+2) cstcsot mas arnyékbeli él nem tartalmazza, a (t + 2) csucsot
nem tartalmazo élek pedig mind részei az arnyéknak, ezért |o(H)| =

2
(;::11) + (Ht_[?]). Nézziik most az arnyékhanyadost.

_rtf2 _rtt+2
o0l _ G+ () GRS
- _ri+2 - t+1 Crt+27. )
Y R Gt (L)

ahol A € (0,1), tehat ez egy konvex kombinacio. Az els6 tagja éppen

ﬁ, a masodik tagja viszont
2
(L) k-t k-l
827y 42 +2 ,
(t+2k_f1k1) t+4—k—(%} t+3—k—% t—k+2
tehat
oGl _
H| ~t—k+2
amivel bebizonyitottuk az 1.4 tételt. 0
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