Egyéni kutatomunka II. beszamolo

Gehér Boglarka

1. Szubdirekt-szorzat

1.1. Definici6. Egy A algebra az (A;);cr algebracsalad szubdirekt szorzata,
ha A <]JA; és minden ¢ € [ indexre m;(A) = A;, ahol 7; az i-ik vetités.

1.2. Definici6. Egy A algebra szubdirekt irreducibilis, ha A minden « szub-
direkt bedgyazasara van olyan ¢ index, hogy ; o o izomorfizmus.

Ha (6;);er az A algebra olyan kongruenciai, hogy Nd; = A (ahol A a diagonalis
relacio), akkor v : A — [[ A/6;, v(a)(i) = a/0; egy szubdirekt beagyazas. Ha
0; # A egyik i-re sem, akkor egyik m;v sem izomorfizmus, vagyis ez A egy
valodi szubdirekt felbontasat adja. Ilyen 6;-ket pontosan akkor lehet talalni
ha Con(A) \ {A}-nak nincsen minimalis eleme, és ekkor A nem szubdirekt
irreducibilis. Ez mésképp nem fordulhat els:

1.3. Tétel. Az A algebra pontosan akkor szubdirekt irreducibilis, ha Con(A)~
{A}-nak van minimalis eleme, vagyis, ha [Con(A) ~ {A} # A.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha A nem direktfelbonthatatlan, akkor egy nemtri-
vialis direktfelbontashoz tartozd 6,0* # A faktorkongruencidk metszete A
tehat A nem szubdirekt-irreducibilis. Altalaban nem igaz, hogy minden al-
gebra elGallna direktfelbonthatatlan algebrak direktszorzataként, példaul a
direktfelbonthatatlan vektorterek az egydimenzios vektorterek, de véges test
feletti egydimenzios vektorterek direktszorzatéanak szamossaga vagy véges
vagy nem megszamlalhato, tehat egy megszamlalhaté dimenzios vektortér
nem allhat el ilyen alakban. Teljesiil viszont a kovetkezé:

1.4. Tétel. (Birkhoff) Minden algebra felbonthat6 szubdirekt-irreducibilis
algebrak szubdirekt-szorzatéra



1.5. Definicio. Ha K F tipusu algebrak egy osztéalya akkor a I(K) jelo-
li azon algebrak osztalyat amik K valamelyik elemével izomorfak, H(K) K
elemeinek homomorf képei, S(K) K elemeinek részalgebrai, P(K) a K ele-
meibdl alkotott direktszorzatok, Ps(K) a K elemeinek szubdirekt-szorzatai.

1.6. Definicié. Egy V algebraosztaly varietas, ha zart a részalgebrakra, ho-
momorf képekre és direktszorzatokra. Az 0sszes F-tipusu algebrak osztalyéara
ez teljesiil, tehdt minden K algebraosztalyhoz 1étezik legkisebb varietas, ami
6t tartalmazza, ezt V(K) jeloli.

1.7. Tétel. (Tarski)V=HSP

2. Term algebrak, szabad algebrak

2.1. Definici6. Legyen F algebrak egy tipusa, X valtozok egy halmaza, az
F-tipusu X feletti termek 7'(X) halmazat rekurzive definialjuk:

1. XUF, Cc T(X)
2. minden f € F,, p1,...,pn € T(X)-re f(p1,....,pn) € T(X)

Ha egy p termben az xy, ..., z,_1 valtozok fordulnak els, akkor minden A F-
tipusu algebran meghataroz egy p : A™ — A fliggvényt, az ag, ..., a,_1 értékek
behelyettesitését szintén rekurzive lehet definidlni. Az ilyen term-fiiggvények
a miiveletekhez hasonléan megtartjék a kongruencidkat, és a homomorfizmu-
sok megtartjik a term-fliggvényeket. Ha X végtelen, akkor teljesiil, hogy a
B C A altal generalt részalgebra

Sg(B) = {p*(ag, ...,an_1) | p€T(X),a,..a,_1 €A}
T(X)-en megadhato egy F-tipusu T(X) algebra, ahol a miveleteket az

fT(X)(poa s Pn-1) = f(Pos oy Pn1)

képlettel értelmezziik. Ha Fy és X koziil legalabb az egyik nem tires (tehat ha
T'(X) nem iires) akkor 7'(X) az F-tipust algebrak osztalyaban rendelkezik az
univerzalis tulajdonséggal, vagyis minden A F-tipusi algebréara és o : X —
A leképezésre igaz, hogy kiterjed egy 5 : T(X) — A homomorfizmussa.

Ha K F-tipusu algebrak egy osztalya akkor az F i (X') szabadalgebrat a term-
algebra egy T(X)/0 faktoraként definialjuk, ahol 6 az olyan ¢ kongruenciak
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metszete amire T(X)/0 € I1S(K). Ez az algebra K felett rendelkezik az uni-
verzalis tulajdonsaggal.

Egy A € K algebra esetén elég nagy X halmazra A F(X) homomorf képe,
mert X raképezhets A-ra és ez a réképezés kiterjed egy homomorfizmussé.
Mivel vannak ¢; kongruenciak, amire, T(X)/¢; € IS(K), Ng; = 0 , ezért
Fr(X) € IPIS(K) < ISP(K), tehat ha K varietas, akkor létezik K-ban
olyan algebra, ami szabad K felett.

2.2. Definici6. F-tipusu azonossignak nevezziik a p ~ ¢ alaku kifejezése-
ket, ahol p,q € T(X). Az A algebraban p =~ ¢ telejsiil, ha p* = ¢ mint
fiiggvények, ennek jele A = p ~ q. Egy K algebraosztalyra K |= p ~ ¢ ha
minden A € K algebrara A = p ~ ¢q. A K algebraosztilyban igaz azonossé-
gok halmazat Idy(X) jeldli.

A p =~ g azonossag pontosan akkor igaz K-ban, ha minden A € K algebréara
és minden « : T'(X) — A homomorfizmusra ap = aq. I,S,H,P,V megtartjak
az azonossagokat.

2.3. Tétel. A p,q € T(X) termekre a K algebraosztalyban pontosan ak-
kor teljestil a p ~ ¢ azonossag ha Fi(X)-ben teljesiil. Ha |Y| > | X| akkor

Fr(Y)Epmqge Fr(X) Ep~aq
2.4. Tétel. Ha X valtozok egy halmaza és Y valtozok egy végtelen halmaza,
akkor IdK(X) = IdFK(y)(X)

Azon algebrak osztalyat amikben az azonossagok egy > halmazanak minden
eleme teljestil M (X)-val jeloljiikk. Azt mondjuk hogy egy K algebraosztaly
azonssagokkal axiomatizalhato, ha létezik azonossagoknak olyan 3 halmaza,
hogy K = M(X). Az eddigiekbdl belathato a kovetkezo:

2.5. Tétel. Egy K algebraosztaly pontosan akkor varietas, ha azonossagok-
kal axiomatizalhato.

Bizonyitas. Tudjuk hogy V(K) = HSP(K), és hogy H, S, P megtartjak
az azonossagokat, tehat ha K C M(X) akkor V(K) C M (%), tehat M (%)
varietas.

Forditva belatjuk, hogy ha X véltozoknak egy végtelen halmaza, akkor V (K) =
M(Idg(X). Az elbbiek szerint V(K) C M(Idg(Y)) = V'. Barmilyen vég-
telen Y-ra IdFV(K)(Y)(X> = ]dv(K)(X) = Idvl(X) = IdFV’(Y)(X)' Ebbdl ko-
vetkezik, hogy Fy ) (Y) = Fv+(Y), de minden A € V' algebrahoz van elég
nagy Y, hogy A Fy/(Y) = Fyk)(Y') homomorf képe, vagyis A € V(K), és
V'CcV(K). O



3. Szubdirekt-irreducibilis algebrak szamossagai

3.1. Definicio. Egy m(z,y, u,v) elsérendi formulat kongruencia-formulanak
neveziink ha

S {x ~ pi(21, E?) N [/\pz(zz,a ﬁ) ~ Pit1(Zit1, U)] A (2, 7) ~ y}
i=0

alaku, ahol {z;, 2/} = {u, v}

3.2. Tétel. Jelolje z,y € A elemekre 0(a,b) A legkisebb olyan kongruencié-
jat, aminek (a, b) eleme. Ekkor ¢ # d elemekre (a, b) € 6(c, d) pontosan akkor
teljesiil, ha van olyan 7 kongruenciaformula, hogy A = 7(a,b,c,d).

3.3. Tétel. (kompaktsagi tétel) Ha L egy elsérendt nyelv és 3 £ formulainak
egy halmaza, akkor ¥ pontosan akkor kielégithets, ha minden véges része
kielégithetd.

3.4. Lemma. (Erdgs) Ha |A] > 2" és az A x A~ Ay = G(A) teljes graf
éleit legfeljebb k szinnel szinezziik, akkor lesz végtelen egyszini klikk.

3.5. Tétel. (Taylor) Ha k egy végtelen szamossag, és F algebrak egy tipusa,
amire |F| < k. Ekkor ha a V' varietasban van olyan A szubdirekt-irreducibilis
algebra, aminek a szdmossaga nagyobb mint 2, akkor V-ben van akarmilyen
nagy szamossagiu szubdirekt-irreducibilis algebra is.

Bizonyitas. Mivel A szubdirekt irreducibilis, ezért Con(A) ~\ {A}-nak van
minimalis eleme, és vannak a, b € A elemek, hogy N(Con(A)~{A}) = 6(a,b).
Ekkor 6(a, b) minimalitasa miatt, minden ¢ # d-re van olyan 7 kongruencia-
formula, hogy A = 7(a, b, ¢, d). Vegyiik az F-tipusu kongruencia-formulaknak
egy olyan jolrendezését, hogy ennek a tipusa A < k és szinezziik a (c,d) élt
a legkisebb olyan o € A indexszel, hogy A | 74(a,b,c,d). Ekkor a lemma
miatt létezik olyan « index, és B C A végtelen halmaz, hogy minden ¢,d € B
elemre A = 7,(a, b, ¢, d).

Legyen m > 2" szdmossag és I egy m elemi halmaz. Egészitsik ki az F

tipust az a,b és minden ¢ € I-re az i nullaris fiiggvényszimbolummal, legyen
ez az 0j tipus F'. Tekintsiik a kovetkezs formulahalmazt:

Y= {Z % j}i;éj U]dV(X) U {ﬂ-a(aﬁ baiuj)}i#j U {CL % b}
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Ennek a formulahalmaznak rogzitett ¥y véges részét kielégiti az A algebra
egy JF'-tipusu bévitése, amiben a realizacidja a, b realizaci6ja b és minden
¢ € I ami el6fordul Xo-ban realizacioja egy b; € B elem, b; # b; ha i # j. Te-
hat a kompaktsagi tétel szerint van olyan A* F'-tipusu algebra, ami kielégiti
Y-t

Legyen # A* maximalis olyan kongruencidja, hogy (a,b) ¢ 6. Ekkor A*/6
szubdirekt-irreducibilis, mert #(a, b) miniméalis kongruenciaja, A* = Idy(X)
miatt A*/0 = Idy(X) és ezért benne van V-ben. Ha i # j, akkor A* |=
Tala,b,1,7) {i % j}iz; miatt pedig (i,7) ¢ 60, tehat |A*/6] > |I| =m. O
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