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Jelolések

> F algebrék egy tipusa, F = U;2F;, Fn €lemei az
n-valtozds fliggvényszimbolumok halmaza.

» (A, F) F-tipusu algebra, ha A nemires halmaz, F elemei
F-fel vannak indexelve, és minden f € F,
fliggvényszimbélum A realizacioja n-valtozds mivelet A-n.
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Jelolések

> Con A jeldli az A algebra kongruenciahaléjat, A, a
diagonalis relaciét, V 4 a teljes relaciot és 6(a, b) az (a, b)
par altal generalt kongruenciat.

» Ha K F-tipusu algebrak egy osztalya, akkor
I(K) a K valamelyik elemével izomorf algebrak osztalya,
H(K) K elemeinek homomorf képei,

S(K) K elemeinek részalgebrai és
P(K) a K elemeibdl alkotott direktszorzatok osztalya.
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Szubdirekt-szorzat

Definicio
Legyen F algebrak egy tipusa, (Ai)ic;, A F-tipusu algebrak.
Azt mondjuk, hogy A az A; algebrak szubdirekt-szorzata, ha

A< HA,-
iel

és minden i-re m; vetités wj| 4 megszoritasa szlirjektiv A;-re.
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Szubdirekt-szorzat

Definicio
Az A algebra szubdirekt irreducibilis, ha barmelyik A < [[;c, A
szubdirekt felbontasara létezik i index, hogy | izomorfizmus.

Tétel

Az A algebra pontosan akkor szubdirekt-irreducibilis, ha
Con A\ {A}-nak van legkisebb eleme, vagyis ha

N(Con AN {A}) #A

Tétel

Minden A algebra elball mint szubdirekt irreducibilis algebrak
szubdirekt-szorzata.
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Axiomatizalhatd strukturaosztalyok

Definicio
Legyen L egy elsérendii nyelv és ¥ C Form, els6rend(i

formulak egy halmaza. Ekkor Mod(X) jeldli az olyan
L-struktdrak osztalyat, amiben teljesul x.

Definicio
Elsérend(i L-strukturak egy osztalyat axiomatizalhatonak

nevezzlik, ha létezik els6rendi formulaknak egy ¥~ halmaza,
hogy Mod(X).
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Axiomatizalhatd strukturaosztalyok

Definicio
Legyen F algebrak egy tipusa. Azonossagnak nevezziik a
p ~ q alaku formulakat, ahol p és q elsérend(i kifejezések.

Definicio
A K algebraosztalyban teljeslilé azonossagok halmazat ldy
jeléli.
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Varietasok

Definicio

Egy K algebraosztaly varietas, ha zart részalgebrakra,
homomorf képre és direkszorzatra. Az 6sszes F-tipusu
algebrak osztalya varietas, ezért minden K algabraosztalyhoz
létezik legsziikebb 6t tartalmazo varietas, ennek jele V(K).

Tétel (Tarski)
V=HSP

Tétel (Birkhoff)

Egy K algebraosztaly pontosan akkor varietas, ha
axiomatizalhaté azonossagokkal. Minden K algebraosztalyra
teljesdl V(K) = Mod(ldk).
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Kongruencia-formulak

Definicio
Egy n(x,y, u, V) elsérendii formulat kongruencia-formulanak
nevezlink ha

HW [X ~ p1 Z1 ) [/\ pl( ~ Pit1 (Z/+1 ) W) A pn(z;H W)) ~Yy

Tétel

Legyen A algebra és a, b, ¢, d € A paronként kilonb6z6
elemek. Pontosan akkor teljesdl, hogy 0(a, b) C 6(c, d) , ha van
olyan m kongruenciaformula, hogy A = n(a, b, ¢, d).
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A Taylor-tétel bizonyitasaban fel fogom hasznalni a kdvetkez6
végtelen kombinatorikai tételt:

Tétel (Erdds)

Legyen « végtelen szamossag. Ha a 2" csucsu teljes graf éleit
legfeljebb x szinnel szinezzlik, akkor lesz végtelen egyszinii
Klikk.
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Szubdirekt-irreducibilis algebrak szamossagai

Tétel (Taylor)

Legyen F algebrak egy tipusa, V F-tipusu algebrak egy
varietasa. Ha r olyan végtelen szamossag, hogy | F| < x és
V-ben van egy A szubdirekt irreducibilis algebra, amire teljesdl,
hogy |A| > 2%, akkor V-ben van barmilyen nagy
szubdirekt-irreducibilis algebra is.
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Taylor-tétel

Tétel (Taylor)

Legyen F algebrak egy tipusa, V F-tipusu algebrak egy
varietasa. Ha r olyan végtelen szamossag, hogy | F| < k és
V-ben van egy A szubdirekt irreducibilis algebra, amire teljesdil,
hogy |A| > 2%, akkor V-ben van barmilyen nagy
szubdirekt-irreducibilis algebra is.

Bizonyitas: Legyen A € V szubdirekt-irreducibilis algebra
aminek szamossaga nagyobb, mint 2%. Legyenek a,b € A
olyanok, hogy 6(a, b) legkisebb kongruencia Con A~ {A}-ban.
Vegylk az F-tipusu kongruenciaformulak egy A\ < x rendtipusu
(Ta)ac) felsorolasat.
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A Taylor-tétel bizonyitasa

Minden ¢, d € A, ¢ # d part szinezzik a legkisebb olyan o € A
indexszel, amire teljesil, hogy A = 7. (a, b, ¢, d). Erdods tétele
szerint létezik egy B C A végtelen halmaz és egy « index, hogy
minden c¢,d € B, ¢ # d parra A = n.(a, b, ¢, d).

Legyen m > 2% szamossag és / egy m elem{ halmaz.
Egészitsik ki az F tipust az a,b és minden i € I-re az i
konstanszimbo6lummal, legyen ez az Uj tipus F'.

Tekintsk a kévetkez6 formulahalmazt:

L = {i % j}izg U ldy(X) U{ma(a b, 1))} iy U {@ % b}.
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A Taylor-tétel bizonyitasa

TekintsUk a kovetkez6 formulahalmazt:

¥ = {i 3 J}ij U ldy(X) U {ma(@, b. 1. )) i U {@ % b}.

Ennek a formulahalmaznak régzitett 3o véges részét kielégiti
az A algebra egy F'-tipusu bovitése, amiben a realizacidja a, b
realizacidja b és minden i € I, ami eléfordul Xy-ban, realizacidja
egy b; € Belem, b; # bjha i # .

Tehat a kompaktsagi tétel szerint van olyan A* F'-tipusu
algebra, ami kielégiti >-t.
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A Taylor-tétel bizonyitasa

Legyen 6 A* maximadlis olyan kongruencidja, hogy (a, b) ¢ 6.
Ekkor A*/6 szubdirekt-irreducibilis, mert 6(a, b) minimalis
kongruencija,

A* |= Idy(X), igy a Birkhoff-tétel miatt benne van V-ben.

A* = {i # j}iy miatt A £ A ha i # j, és

A* = ma(a, b, i,j) miatt, (i,)) ¢ 0.

Tehat |A*/0] > || = m.
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