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A kvazioroklsds algebra (lasd a 4. definiciot) egy viszonylag 1) fogalom a gytirtelmé-
leten beliil, az 1980-as évek végén vezette be E. Cline, B. Parshall és L. Scott. Kvaziorok-
l6dének fogunk nevezni egy olyan A algebréat, amelyben rekurzivan konstrualhatunk egy
olyan A-ba felérs ideallancot, melynek elemei adott tulajdonséggal rendelkezd idempotens
idealok. Az ideallanc hosszabdl egy felss korlatot kapunk az algebra globalis dimenzidjara
is (12. allitas).

A kvazioroklgds algebrik fontossagat mutatja Iyama egyik eredménye is. Cikkében meg-
mutatta, hogy ha vesziink egy A artin algebrat, és egy X végesen generalt A-modulust,
akkor ehhez talalhatunk egy Y A-modulust, hogy I' = End(X @Y') kvazioroklsds lesz (13.
tétel). Ebben az esetben I' globalis dimenzidjara is kapunk egy fels6 becslést, mely jobb,
mint a tetszéleges kvaziorokl6ds algebrara vonatkozo becslés. Azt tiizziik ki célul, hogy
megértsiik, hogy milyen plusz tulajdonsaggal rendelkezik Iyama konstrukcidja, miért lesz

ebben az esetben kisebb a felss korlat mint az altaldnos esetben?

A mostani beszamoloban a kvaziorokl6ds algebrakat, és néhany ezzel kapcsolatos
konstrukciot tanulmanyozunk. A konnyebb érthetség érdekében a definicidokat és téte-

leket példakon keresztiil probaljuk megérteni.

1. Definicio. Eqgy A egységelemes gyirit szemiprimérnek nevezink, ha a J = J(A) Ja-

cobson radikdlja nilpotens, és AJJ féligeqyszerd artin gyird.

2. Definici6. Legyen J az A Jacobson radikdlja. A-nak eqy I idedlja érdkletes, ha:
1. I°=1
2. IJI =0

3. 14 projektiv, mint jobb A-modulus



Az idempotens idealok megértésében segit a kovetkezd lemmas

3. Lemma. Ha e € A egy idempotens elem, akkor (AeA)? = (AeA). Megforditva, ha A
szemiprimér gyird, és I* = I teljesiil az I idedlra, akkor létezik eqy e idempotens elem

gy, hogy I = AeA.

4. Definicié. Eqy A szemiprimér gyirit kvazioroklddének neveziink, ha létezik eqy olyan
0=1yC I C..cClI,= A iorékletesnek nevezett idedllinc, melyre:
L)1,y az A1, orokletes idedlja, minden 1 <t < n-re.

A fenti tulajdonsagoknak szemléletes jelentésiik van a grafalgebrak korében, igy innen
vett példak segitségével probaljuk megérteni. Sziikségilink lesz tehat a grafalgebrak néhény

tulajdonsagéra. ElGszor is vezzessiik be a grafalgebrak fogalmat:

5. Definici6. Legyen K egy test, I' pedig irdnyitott grdf. KT' wtalgebra bazisa az iranyitott
utak halmaza, melybe belevessziik a 0 hossziusdgu utakat is. Az algebra additiv struktirdjdt
az bdziselemek K feletti linedris kombindcidja adja. A multiplikativ struktdrdt o bdzis-
elemeken adjuk meqg eldszor, majd azt disztributivan kifejtjik az dsszes elemre. Legyen
tehdt két wranyitott 1it, py €s pe. Ha py végpontja és ps kezddpontja megegyezik, akkor py
€s py szorzata a két ut konkatendcioja, melyet pips-vel jeloliink. Ha py végpontja és po

kezddpontja nem egyezik meg, akkor pipsa-t 0-nak definidljuk.

Vegyiik észre, hogy az utalgebra lehet végtelen dimenzios is, példdul ha tartalmaz
irdnyitott kort, vagy ha végtelen sok cstcsot, esetleg élt tartalmaz. Ezért van sziikség az

alabbi definiciora:

6. Definici6. Legyen adott eqy véges ' grdafhoz tartozo KT wtalgebra. Ennek egy I idedljdra
azt modjuk, hogy megengedett, ha létezik m > 2, hogy J™ C I C J* (J az talgebra
Jacobson radikdlja). Eqy megengedett idedl szerinti faktort A = KU/I grdfalgebrinak

nevezzik.
7. Megjegyzés. Emliékeztetd

o A fenti modon definidlt grafalgebrdk végesdimenzidsak lesznek.

e Fgy grdfalgebra Jacobson radikdlja megegyezik a nemnulla hosszusdgu utak dltal ge-

nerdlt idedllal.

o Az el626b0l az is kovetkezik, hogy, hogy e,Je, idedlt az olyan nem nulla hosszisdgi

utak generdljak, amelyek az n-ik csucsbol indulnak és ott is végzddnek.



o Az Ae, A alaki idedlt megkaphatjuk, mint a e,Ae, vektortér dltal generdlt idedlt.

Legyen I' az 1 abran lathato graf, és vegyiik ennek a afvyq;
e ~va 8 elemek altal generalt ideal szerint faktorat, ezt fogjuk A-nak
nevezni. e;-gyel jeloljiik az 1-es csticshoz tartoz6 idempotenst,
G a azaz 1-bdl induld 1-be érkezd 0 hosszi utat. Az e; altal generalt
e1 A idedl az 1 cstesbol kiinduld utak linearis kombinécioibol all.
1. abra. Ennek a szerkezetét az e; A = 2 3 diagram irja le, ahol a szamok a
baziselemeknek felelnek meg: 1 —> €1; 2 —> a; 3 — af; 1 — afy.

Hasonloan kapjuk, hogy: Ay =A@ esA®esA= 23 1
A 3. lemma és a 2. definici6 els§ része miatt az orokleteszldealokat Ae;A; i =1,2,3

alakban keressiik.

A 7. megjegyzés alapjan az Ae, A alaka idealt a kovetkezSképpen kaphatjuk meg: Ay
direktfelbontasaban megkeressiik az Osszes legfelsd nt es az ezek folott szereplo részt

levagjuk, csak az alsé rész marad meg. Igy AesA : 2 GB D 1 - 1O 1 P 1

3 e 1 .
1 projektiv, hiszen az A4 szabad modulus dlrektosszeadandOJa, azonban AezA nem
1
lesz az, hiszen az els§ osszeadanddja, 3 nem projektiv. Hasonléan Ae; A = § ®idl,

2
valamint Aes A = 3 ® 3 @ 2 sem projektiv. Igy A4 nem lehet kvazioroklsds, mert nem

talaltunk egy orokletes 1dealt sem, amivel elkezdddhetne az ideallanc.

Megjegyezziik tovabbé, hogy a 2 definicié masodik része (melly esetgnkben azt jelentené,
hogy e, Je, = 0) sem teljesiil e;-re valamint eg-re, hiszen az 3 és  $ direktosszeadandok
olyan utakat tartalmaznak mely ugyanott végzédnek, ahol k(lezdédtgek. Ez a tulajdonsag
ugyanakkor teljestil i—re ahol a kezdeti 3-as utan méar nem jelenik meg djra ugyanez a

SzAm.

Vegyiik most ismét az el6z6 grafot, annyi kiillonbséggel, hogy
e most csak az yaf altal generélt ideallal faktorizalunk! Ebben az

esetben annyi valtozik, hogy az els6 komponensben az afvy-val
G e valo szorzas utén ismét szorozhatunk a-val (de utdna méar (-val
0-t kapunk: afyaf = a0 = 0), azaz az els6 komponensben az
2
2. bra. also 1 alatt megjelenik egy 2-es. Tehat: Ay = % ® 3P 2
2

2

Loa ‘ A ;
Vegyiik észre, hogy itt AesA : (? ® 3D ; —>> ; P ; D z
L2



projektiv, mivel g’ projektiv. S6t, az el6z6 esethez hasonloan esJes = 0, igy AesA egy

orokletes idealt hataroz meg, és az e szerint vett faktor: A/AesA = 1 @ 2

A faktorban a 2-es altal generalt ideél, azaz A(ey + e3)A/AezA:
(1@ 2 =) 2 @ 2 projektiv, és mindkét komponensben egyetlen 2- e
es szerepel, igy megkaptuk a faktor egy orokletes idealjat. Egyszert
latni, hogy ha most ismét faktorizalunk, akkor a maradék, is a e
orokletes, vagyis a 3, 2, 1 sorrendet véve kapjuk, hogy ebben az e
esetben A4 kvazioroklsdé.

Erdemes megjegyezni, hogy nem biztos, hogy minden sorrend- 3. dbra. A grafja
re megkapjuk az orokletes ideallancot, elég csak arra gondolni, ha a

1, vagy 2-vel kezdtiink volna, akkor a 2 definici6 masodik pontja

biztosan nem teljesiilt volna. e G

Most pedig réviden bemutatunk egy olyan példat is (3. valamint e
4. dbra), amelyben a cstcsok t6bb kiilonb6z6 sorrendjére is drokletes
4. dbra. B grafja
lancot kapunk.
Ap= 2 3%, @30 1;Bp=,", 020 1 &1
Mindkét esetben a 4,3,2,1 sorrendet hasznaljuk, azonban ez ugyanannak a grafnak

a kilénboz6 sorszamozasa. Az orokletes idealok sorrendje szin szerint: piros, kék, ,

8. Definicié. Legyen f: A — B; g: A — C két leképezés. Ekkor azt mondjuk, hogy f
keresztillvezethets C-n (vagy g-n), ha létezik eqy h : C — B leképezés, hogy f = hog

9. Tétel. (Auslander) Ha A véges dimenzids algebra, akkor létezik eqy véges dimenzids

B algebra gy, hogy teljesiilnek a kovetkezdk:
1. gl dim B < o0
2. létezik e* = e € B gy, hogy A = eBe

Az ilyen algebrat (ebben a dolgozatban Auslander, Dlab és Ringel nyoméan) ADR-nek
fogom nevezni.

B konstrukcioja a kévetkezs: J az A Jacobson radikalja, és teljesiil ré, hogy J" = 0.
Legyen M := (A/J) ,®(A/J?) ,@...D(A/J") . Ekkor B := End(M,) a keresett algebra.

10. Tétel. (Dlab-Ringel) Az ADR algebra kvdzioroklédd.



A korabbiakhoz hasonloan ismét egy példan szemléltet-
jik a fenti 10. tételt. Vegyiik tehat a 5. dbran lathato graf

faktorat a ya = ”yé altal generalt idealnal. Az eléz6ekhez ha- Q )
N

sonldan: A, = %469 BEB o 4

Nézziik meg, hogy néz ki ebben az esetben M. Els6 1épésként 5 abra.
egy egyszertsitést vezetiink be: M direktosszeadandoi koziil

kihagyjuk azokat, amelyek méar szerepelnek a felsorolasban. Ezt megtehetjiik, mert az
igy kapott M'-re EndM' Morita ekvivalens lesz EndM-mel (az egyszertisits lépés nélkiil
kapott M endomorfizmusgytriije). A tovabbiakban az egyszertsitett valtozatot jeloljiik
M-mel. A fenti modszerekkel kapjuk:

1
M= 10:03010,' ,030j0z 10ja] *

—_

A kovetkezSkben B-t akarjuk meghatarozni, ezt egy megfelels graf grafalgebrajaként
keressiik. A fent felsorolt 10 direktosszeadandonak kiilon-kiilon pontokat feleltetiink meg,
ezek lesznek a csucsai az 0j grafnak. A feladat az, hogy talaljuk meg a csticsok kozti éleket,
azaz a direkt komponensek kozotti morfizmusokat. Ezeket az 6sszeadandokat jeldljiik az
a,b, ... j bettikkel, a fenti sorrend szerint: a = 1; b= 2;c= 3, ...

Nézziik most meg, hova mehetnek morfizmusok a-bol. Nyilvanvaléan csak olyan kom-

ponensbe, mely tartalmazza az 1-et. Vegyiik észre, hogy a-ban eja = e;0 = 0, igy ez a

képére is kell teljesiiljon, vagyis nem létezhet morfizmus a = 1-bol e = , ! ; h = 2 ! 4;
1 1

vagy j = 2 “-be. Van azonban a = 1-bdl g = 3; i = 3 és j = 3 4_be. S6t, ha arra is

i
figyeliink, hogy a megfelel§ szinek egymasba keriiljenek, eszreveszuk hogy az a — 7 mor-
fizmus keresztiilvezethets az a — i-n, és mindkettd keresztiilvezetheté a — g-n. Vagyis az

endomorfizmusgytriiben az a altal generalt ideal alakja: Be, = g . Hasonl6 gondolatme-
J
d

"

nettel kapjuk, hogy Be, = ?; Be, = z és Bey =

1

h
Be, esetében e-n kivil nem talalunk olyan komponenst, amelyben e = , ' , a kompo-

nens legaljan lenne, viszont ha faktorizalunk (mely szintén morfizmus), akkor eljuthatunk

a = 1-ba. Innen pedig a fenti modszerrel mar ismerjiik a morfizmusokat, vagyis kapjuk,

h
e

hogy Be, = 9. Ugyanezzel a modszerrel adodik: Be, = §, és Be; =

S0

J
Bey esetében két iranyba mehetiink: f = ;-et faktorizalva b = 2-be jutunk, majd ezt

L. Q0 .

beleképezziik e = , ! ,-be. A maésik lehetdség, hogy f-et h = 2 '4-ba képezzik, majd ezt



faktorizalva jutunk el e-be. f — e keresztiilvezethets f — b és f — h-n is, ezek kozott

azonban nincs kapcsolat, igy kapjuk, hogy Bes = / h

1
Be, esetében szintén két iranyba elindulhatunk: g = § az i = 3 valamint j = 5 “-ben

1
is alul helyezkedik el, igy g — j keresztiilvezetheté g — i-n. Ha pedig el6bb faktorizalunk,
akkor ¢ = 3-ba, majd innen f = ;-be jutunk. Az is észrevehets, hogy mindkett&bél

eljuthatunk h = 2 "4-be. Mivel g — h keresztiilvezethet§ az el6z6eken, kapjuk, hogy
g

Be, = § ; Vegyiik észre tovabba, hogy a két irany kozott nincs mas kapcesolat.
h
i
Végiil, ugyanezzel a modszerrel jon ki, hogy Be; = ! 0 (azaz i — h keresztiilve-
e
zethet6 ¢ — f és i — j-n is; és ugyanigy ¢ — e keresztiilvezethet6 ¢+ — b, valamint
i — h-n).

Mindent 6sszevetve, kapjuk tehat, hogy:

&, e

e

! 7
o n®F ;O
€ h

D, D

Qoo

BB =

LoeQ Q

SRS

S0

o>
L. @0
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Megjegyezziik, hogy gB balmodulus, igy ebben az eset- @ e 0 e

ben a nyilak forditott iranyban haladnak (6 abra). e °

Hétravan még, hogy belassuk, hogy ez szintén kvazi- e
oroklsds. Az idedlok megfelels sorrendje Be,, majd Be,

a megfelel6 faktorban, és igy tovabb Be;-ig: 6. abra. B grafja

a S g e v e

a e .
BB=70'0/®0/ 090y @) [Oy®, 'Da
J ; ¢ i e g
j i
J

/ ! / 2/ !, /

B'e,, B'ey, , , B'e., , B'eg, , B'e;, B'e;

Az orokletes idealra a jeloltet ismét Be,B alakban ke-
ressiik. A szinezéshbdl is latszik, h(ggy a me%felela()’ idealok
projektivek lesznek (Pl Be,B= 7 @& 7 @ | @ 7; Blea+e,)B/Be,B=" &b @& b, ésigy
tovabb). o
Ellenérizni kell még, hogy teljesiil-e a megfelels idealokra az IJI = 0 tulajdonsag.

Ehhez sziikségiink lesz az alabbiakra:

11. Megjegyzés. Emlékeztetd



e Ha J(R) az R gyird Jacobson radikdlja, és e idempotens, akkor eJ(R)e = J(eRe)
e End(eR) = eRe

Vagyis elég e, J(B)e, = J(eqBey) = J(End(e,B)) kiszamolasa.
Vegyiik elsére End (
fixalnunk kell egy A : a — a; x € a — Ax leképezést, ahol A € K. Vegyiik észre, hogy A

usmg

) -t ugyanis Be,-val szeretnénk kezdeni az 6rokletes lancot. Ehhez

s}

a
az egész ( f) — (f) leképezést meghatarozza, hiszen ekkor g; 7; és j-ben is az elemek a
J J

\-szorosukba mennek. Igy End

N
e e

~ K, és J(K) =0, mert K test, és épp ezt akartuk.
Hasonléan végigszamolva kapjuk, hogy a tulajdonsag mikodik, vagyis valoban orokletes
ideélokat, és igy kvaziorokl6ds algebrat kapunk.

Megjegyezziik tovabbéa, hogy az idedlok sorrendje ebben az esetben szamit, ugyanis meg-

mutatjuk, hogy ha Be; B-vel kezdenénk, akkor nem kapnénk orokletes ideallancot. End

Lo >,

esetében ugyanis tobb lehetdségiink van: afenti A : 7 — j; o € j — Az; A € K ismént meg-
hatarozza az egész leképezést, most viszont tovabbi lehet&ségiink is van, ha egy ¢ : 7 —

leképezést vesziink. Igy erre nem teljesiil az I.JI = 0 tulajdonsag.

12. Allitas. Egy A szemiprimér kvdziorokléds gyirire, melynek az orokletes idedlldnca
O0=IyClC..Cl,=A, teljesiil: gl dimA < 2n — 2

13. Tétel. (Iyama) Legyen A egy artin algebra, X egy végesen generdlt A-modulus.
Ekkor létezik eqy Y A-modulus, hogy T' = End(X ®Y') kvdzioroklédd, n hosszi oriikletes
lanccal. Erre a T'-ra az is teljesiil, hogy gl dimI’ < n.

A globalis dimenzi6ra vonatkozo becslést Ringel [3] cikke magyarazza. O a projektiv
modulusok egy specidlis tulajdonsidgabol vezeti le Iyama eredményét, s az ilyen kvaziorok-
16d6 algebrékat erésen kvazioroklédének nevezi. A tovabbiakban azt szeretnénk vizsgalni,

milyen @;M; esetén lesz End(®;M;) erésen kvazioroklsds.
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