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Bevezeto

A q elemt véges test feletti 3-dimenzios projektiv térben momentumgdrbének
nevezzik a

{(#*,t%,t,1): t € GF(g)} U {(1,0,0,0)}

ponthalmazt. A gorbe szamos érdekes alkalmazasa koziil az egyik legijabb
Bartoli, Davydov, Marcugini és Pambianco 2020-ban megjelent cikkében [3]
talalhato. Ebben a szerzék a PG(3,q) tér pont-sik illeszkedési matrixdnak
szerkezetét vizsgaltak, ahol a pontokat is és a sikokat is a momentumgorbéhez
viszonyitott helyzetiik szerint osztalyoztak és ennek segitségével aszimptoti-
kusan optimalis MCF (multiple covering of the farthest-off points)-kodokat
adtak meg. Az MCF-kodok az R sugart térlefed§ kodok egy részesaladjat
alkotjak, ahol minden z sz6hoz, ami R Hamming-tavolsagra van a kodtol,
egynél tobb olyan w kodszo is van, amire d(z,w) = R. A kodelméletben
megszokott modon ezeknek a kdodoknak is megfeleltethetiink bizonyos tulaj-
donséggal rendelkezé véges projektiv térbeli ponthalmazokat, ezeket tobb-
szorosen telité halmazoknak hivjuk. Ilyenre példa a 3-dimenziés momen-
tumgorbe is.

A dolgozat els6 fejezetében a momentumgorbe legfontosabb tulajdonsaga-
inak bemutatasa utan attekintjiik az emlitett cikk szamunkra sziikséges ered-
ményeit, majd a méasodik fejezetben azokat felhasznalva és a PG(4k — 1,q)
terekre altalanositva megadunk egy konstrukciot aszimptotikusan optimalis
tobbszordsen telité halmazokra. A tobbszordsen telité halmazok és MCF-
kodok kapcsolatarol az utolséd fejezetben lesz sz6, ahol megvizsgéaljuk, hogy
milyen kédok szarmaznak az altalunk konstrualt halmazokbol.



1. fejezet

Alapfogalmak

A momentumgoérbe PG(3, ¢)-ban

A haromdimenzios momentumgorbérsl részletesen az I konyv 21. fejezeté-
ben lehet olvasni.

1.1. Definicio. [I] A PG(n,q) térben momentumgorbének neveziink egy a
Co={{"t" ... t,1):t€ GF(q)}U{(1,0,0,...,0,)}
ponthalmazzal projektive ekvivalens halmazt.

Igy példaul a PG(2,q) sik momentumgérbéje az X? = Xy X, egyenlettel
leirt ponthalmaz, ami egy kupszelet, a normal parabola projektiv lezartja.

Minden momentumgorbe (¢ + 1)-iv, azaz semelyik n + 1 pontja nem il-
leszkedik egy hipersikra.

Tekintsiik C = Cs-at, azaz a PG(3, ¢)-beli momentumgorbe standard alak-
jat. Ez a P(t) alaka pontokbol &ll, ahol

32t 1 ha ¢ F
P(t) — ( b M ) )7 a‘ e G (Q)7
(1,0,0,0), ha t=oo0.

Ha bevezetjiik a K testre a KT = KU {oo} jelolést, akkor ezt ugy irhatjuk,
hogy C = {P(t): t € GF(q)*}. Ha P(t1), P(ty) és P(t3) harom pont C-n,
akkor a rajtuk atmend sik homogén koordinatai: (1, —(ty + to + t3), t1t +
tits+tats, —titats). Hamost t =t =ty = t3, akkor a w(t) = (1, —3t, 3t2, —t3)
homogén koordinatékkal leirt sikot kapjuk. Ezt a sikot a gérbe P(t) pontbeli
oszkuldlo sikjanak nevezziik. A P(oo)-beli oszkulalo sik m(oc0) = (0,0,0,1).
A 7(t) sik a momentumgorbét pontosan a P(t) pontban metszi. A ' =
{m(t): t € GF(¢q)"} halmazban levs sikok ¢ = 0 (mod 3) esetén egy siksorhoz
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tartoznak (azaz van egy kozos egyenesiik), a tobbi esetben pedig a dudlis tér
egy harmadrendid gérbéjét alkotjak.

Legyen v = GF(q), és legyen v egy masodfoku bévitése y-nak. A C' =
{P(t): t € v/*} gorbe pontjaira mint C komplex pontjaira hivatkozunk. A
C-beli pontokat néha C wvalds pontjainak, a C'\C-belieket pedig C képzetes
pontjainak is nevezziik. Azt mondjuk, hogy a P(t;) és P(t2) komplex pontok
egymas konjugdltjai, ha t; és to konjugaltak v felett.

C egy hirja alatt egy olyan PG(3, q)-beli egyenest értiink, amely vagy C
két (nem feltétlentil kiillonb6z6) valos pontjat koti Ossze, vagy két képzetes
pontjat, amelyek egymés konjugéltjai. A harokat harom csoportba sorol-
hatjuk: Két kiillonb6z6 valos pontot 6sszekots egyenes esetén wvalos hirrol,
két képzetes pontot Osszekots egyenes esetén képzetes hiurrol beszéliink; két
egybeesS valos pontot 6sszekotd har pedig a C adott pontbeli érintdje.

1.2. Allitas. [I] Semelyik két hir nem metszi egymdst C-n kivil. Minden
C-n kivil esd pontot pontosan egy hir tartalmaz.

1.3. Jelblés. [3| Vezessiink be néhdny jelolést:

C-pont C egy pontja

RC-pont PG(3,9)\C egy pontja, amely rajta van eqy valds hiron

IC-pont PG(3,9)\C egy pontja, amely rajta van eqy képzetes hiron

T-pont PG(3,9)\C egy pontja, amely rajta van eqy érintén
(¢ # 0 (mod 3) esetén)

TO-pont PG(3,9)\C egy pontja, amely rajta van egy érintén és ponto-
san eqy oszkuldlo sikon
(¢ =0 (mod 3) esetén)

pr-pont PG(3,9)\C egy pontja, amely pontosan p I'-beli oszkuldlo
sikra illeszkedik (u=0,1,3,q+ 1)

de-stk olyan sik, amelyre pontosan d darab C-pont illeszkedik
(d=0,1,2,3)

Legyen G, azon projektivitasok csoportja, amelyek fixen hagyjak C-t. Ez
a csoport ¢ > 5 esetén PGL(2,q)-val izomorf. Meg lehet hatérozni, hogy
mik lesznek a PG(3,q) tér pontjainak, illetve sikjainak orbitjai ezen csoport
hatasa alatt. FEzzel a pontokat és a sikokat is 5 osztélyra particionalhat-

juk. Legyenek a pontok osztalyai My, Mo, ..., Ms, a sikok osztalyai pedig
N17N27 s 7N5'

1.4. Allitas. [1] Legyen q¢ > 5. Ekkor

1. a stkok orbitjai G, hatdsa alatt

M =T, Ny = {2-stkok}, N3 = {3¢-sikok}, Ny = {lc-sikok}\T,
N5 = {0c-sikok},



2. a pontok orbitjai G, hatdsa alatt ¢ Z 0 (mod 3) esetén

My =C, My = {T-pontok}, Mz = {3r-pontok}, My = {1r-pontok},
M = {Op-pontok},

3. ¢ =0 (mod 3) esetén pedig

M; = C, My = {(q + D)r-pontok}, M3 = {TO-pontok}, M, =
{RC-pontok}, M5 = {IC-pontok}.

Bartoli, Davydov, Marcugini és Pambianco [3] cikkiikben ezeket az or-
bitokat vizsgaltak, és minden ¢, péarra (i,7 = 1,...,5) megadtak, hogy az
N;-beli sikok hany M ;-beli pontot tartalmaznak, valamint az M ;-beli pon-
tokon keresztiil hany N;-beli sik megy. (Konnyen latszik, hogy ez csak i-t6l
és j-t6l fiigg.) Ebbd] nekiink arra lesz sziikségiink, hogy az egyes tipust pon-
tokon hany Ns-beli, azaz a momentumgorbe 3 pontjat tartalmazo sik halad
at. Ezeket az értékeket az alabbi tablazatok tartalmazzak.

Mindkét tablazat elsd soraban a megfelels tipusi pontok szama szerepel,
a masodik sorban pedig az, hogy azokra a pontokra hany 3¢-sik illeszkedik.

1. Legyen ¢ = ¢ (mod 3), £ = —1,1,9g > 5.

C-pontok T-pontok 3r-pontok 1p-pontok Or-pontok
g+1 ¢ +q (-9 | 3@-9 | 34
3@ —a) [ 5 =3¢+2) [ §(@®+&+4) [ §(*—€9) | (@ +&9—2)

2. Legyen ¢ =0 (mod 3), ¢ > 5.

C-pontok | (¢ + 1)p-pontok | TO-pontok | RC-pontok | IC-pontok
g+1 g+1 -1 | 3(@—qa | 3 —q)
) (> —q =39 | ;(@+a | :( -0

Sziikségiink lesz még az alabbi Osszefiiggésre:
1.5. Allitas. [I] Ha g =1 (mod 3), akkor
{RC-pontok} = {3r-pontok} U {Op-pontok},
ha pedig ¢ = —1 (mod 3), akkor

{RC-pontok} = {1r-pontok}.



1.6. Megjegyzés. [1| Ha q = 2,3 vagy 4, akkor is ismertek a G, csoportok:
G4 = S5, G3 = S4 X Zg, GQ = Sg X Zg

(Z.,-nel jeloljik az n-edrendd ciklikus csoportot, S,-nel pedig az n-edfoki
szimmetrikus csoportot.) Ezekben az esetekben szintén meg lehet adni a pon-
tok és a sikok orbitjait, valamint a kilonbozd sikorbitokon €és pontorbitokon
levd objektumok kézotti illeszkedések szamdt is. Szdmunkra azonban ennek
nem lesz jelentdsége, mert majd q-val végtelenhez szeretnénk tartani, hogy
aszimptotikus tulajdonsdgokat tudjunk vizsgdlna.

Tobbszorosen telité halmazok

1.7. Definicioé. 2] Egy n elemd S C PG(N,q) halmazt (p, pu)-telitének ne-
veziink, ha

o [étezik olyan Q) € PG(N,q) pont, amely nincs benne semelyik S pontjai
dltal generdlt (p — 1)-dimenzids altérben sem, valamint

o minden az elobbi tulajdonsdggal rendelkezd () pont legalabb 1 olyan p-
dimenzids altérben van benne, amit S pontjai generdlnak.

Vegyiik észre, hogy ekkor S sziikségképpen generélja a teljes PG(n,q)
teret.

1.8. Definicio. [2] Egy n elemi (p, p)-telitd halmaz minimalis, ha nem tar-
talmaz n — 1 elemd (p, p)-telité halmazt.

A tobbszorosen telité halmazok optimalitasat kifejezé egyik természetes
mennyiség a p-strtség:

1.9. Definicié. [2] Legyen S egy (p, 1)-telité halmaz. S-nek a p-strisége az
a v.(S, p) érték, amit gy kapunk, hogy annak az dtlagos értékét, hogy az S
dltal generdlt (p — 1)-dimenzids alterekbdl kimarads pontokon dt hany S dltal
generdlt p-dimenzids altér megy, elosztjuk p-vel.

Konnyen latszik, hogy egy S ponthalmaz p-sirtsége legaldbb 1, és pon-
tosan akkor teljesiil egyenldség, ha minden S altal generalt (p — 1)-dimenzids
alterek altal le nem fedett pontot pontosan p S altal generalt p-dimenzios
altér tartalmaz. Optimdlisnak neveziink egy tébbszorosen telité halmazt, ha
a p-strtsége 1.

A t6bbszorosen telité halmazok valojaban a térlefeds kodok egy specialis
osztalyanak, az MCF-kodoknak a geometriai megfelelGi. Az ezekkel valo
kapcsolatrol bévebben a 3. fejezetben lesz sz6.
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1.10. Példa. [3] PG(3,q)-ban a momentumgirbe egy ¢+ 1 elemd minimdlis
(2, p)-telitd halmaz, ahol

6 Y

B €34 pg g =0 (mod 3),
= ‘12%6‘1“, ha q# 0 (mod 3).

Tovabba

1. 6_1.4,13,5 2 1
129 —99 739 T334 —34 h —
a =0 IIIOd3
T12q6*%q4+%q3+%q2*%q’ q ( )7

7/1(67 2) -

1 6_14,13 5 2 1

159 — 59 +39°+759°— 34
L2212 2¢" ha q# 0 (mod 3).

Tehdt ¢ — oo esetén v,(C,2) — 1, és igy a PG(3,q) terekben a momen-

tumgorbék egy aszimptotikusan optimdlis tobbszordsen telitd halmazsorozatot

adnak meg.

A kovetkezo fejezetben ezt a konstrukciot fogjuk kiterjeszteni magasabb
dimenzios terekre.

1.11. Megjegyzés. Az[I.1( Példdban a p kiszdmoldsihoz azt kell megnézni,
hogy mi a minimuma a C valds hirjain rajta nem levd (azaz nem RC-, és nem
is C-beli) pontokon dthatadd 3¢-sikok szamdnak. Ezt ki lehet olvasni az el6zd
szakaszban szerepld tdbldzatokbol. A p-siriség értékének meghatdrozdsdrol
pedig késobb ennél dltalanosabban is lesz szo.



2. fejezet

Konstrukcié (4k — 1)-dimenziéban

Elgszor megmutatjuk, hogy PG(ny +ns+- -+ +n, +k — 1, ¢)-ban fel tudunk
venni k darab V; (dim(V;) = n;) alteret gy, hogy koziiliik semelyik altérnek
ne legyen kozos pontja a maradék k£ —1 altér generatumaval: Vegyiik fel Vi-et
tetszolegesen, és ha mér felvettiik Vi, ..., Vi-t, akkor V;,i-et ugy vegyiik, hogy
diszjunkt legyen (Vi,...,V;)-t6l. A dimenzioformulabol kévetkezik, hogy

i+1

dim((Vi,..., Vi, Vi) = (an +1i— 1) + i — (1) =Y _n;+1,
j=1 j=1

és igy végiil
d1m(<V1,,Vk>):n1+n2+—|—nk+k—1,

tehat k darab ilyen kitérd altér pont elfér az (ny +ng + -+ + ng + k — 1)-
dimenziés térben. Szintén a dimenziéformula alkalmazaséval kapjuk, hogy
ekkor mindegyik kivalasztott altérnek a maradék (k — 1)-gyel vett metszete
ures.

2.1. Lemma. Legyen k € Z". Legyen P; a V; = PG(n;,q) térben egy (p;, pi)-
telitd halmaz (i = 1,..., k). Vegyiik fel ezeket PG(ny+na+---+np+k—1,q)-
ban a fenti modon. Ekkor P = Py U Py U--- U Py eqy (p, u)-telité halmaz,
ahol

Tovdbbd ha mindegyik P; minimadlis, akkor P is az.

Bizonyitds. k szerinti indukciot végzink. A k = 1 esetet tudjuk. Tegyiik fel,
hogy (k — 1)-re igaz az allitas. Legyen N =ny +mngo+---+np + k — 1. Azt
kell ellendrizni, hogy



e létezik olyan pont PG(N, g)-ban, ami nincs benne egyik olyan
((Zle pi) + k — 2) -dimenzids altérben sem, amit P valamely

(Zle Pi) + k — 1 pontja general

e ¢sminden ilyen ponton at legalabb p olyan ((Zle pi) + k — 1>—dimen—

zios altér megy, amit P (Zle pi> + k pontja general.

Az allitas elss felének ellendrzéséhez nézziik elGszor azokat a pontokat,
amik benne vannak mar k£ — 1 darab altér generatuméban is. Feltehets, hogy

ez az els6 k — 1 altér. Az 6sszes ilyen pont fedve van valamelyik (Zle pi> +

k — 1 pont altal generalt ((Zle pi) + k — 2)—dimenzic’)s altér altal, mert a
k — 1 altérben levé k — 1 darab P; halmaz az indukcios feltevés szerint egy
((Zf;ll pi> +k—2, Hf:_fui)—telitc’i halmaz, tehat ki tudunk valasztani rola

(Zf’;l pz) + k — 1 pontot ugy, hogy azok egy olyan ((Zi:ll pz-> +k— 2>_
dimenzios alteret generaljanak, ami tartalmazza a kivalasztott pontot. Mivel
0 < pr < ny — 1, készen vagyunk.

Legyen most P olyan pont, ami nincs benne semelyik £ —1 darab altér ge-
neratumaban. Ekkor P-n 4t egyértelmien létezik egy olyan (k—1)-dimenzios
altér, amely mind a k£ darab V-t egy-egy pontban metszi. Ezt is k szerinti
indukcioval latjuk be. A k = 1 eset trividlis. Ha k = 2, akkor is igaz az al-
litas, mert a (V4, P) altér V-t a dimenzioformula miatt egyetlen E pontban
metszi, és ekkor az E P egyenes az az egyértelmi egyenes, ami elmetszi V;-et
is és V5t is.

X

2.1. 4bra. A k = 2 eset, ha V] és V5 is 1-dimenzi6s
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Legyen k > 3, és tegyiik fel, hogy (k — 1)-re mar belattuk az allitast.
P benne van az egyméstol diszjunkt V = (Vq,..., Vi_1) és Vj alterek altal
generalt térben, vagyis rajta van egy olyan egyenesen, ami V' egy () pontjat
Vi egy R pontjaval koti 6ssze. (Csak egy ilyen egyenes mehet P-n at, mert ha
RQ és R'Q)’ két kiilonbo6z6 ilyen P-n atmend egyenes lenne, akkor R, R, () és
Q' egy sikban lennének, igy RR’ és Q@) is metszené egymaést, ami lehetetlen,
mert a két egyenes két kitérg altérben van.) () nincs benne semelyik k& — 2

darab V; generatumaban (i = 1,...,k — 1), mert akkor P benne lenne az
azokbol és Vi-bol allo k — 1 altérében. Az indukcios feltevés miatt 1étezik
(Q-n at pontosan egy (k — 2)-dimenzids Y altér, ami Vi-et, ..., Vi_q-et is

egy-egy pontban metszi. Igy (Y, P) egy megfelels (k — 1)-dimenziés altér
P-n at.

V3

2.2. abra. Az indukcios 1épés k = 2-r6l k = 3-ra

Az egyértelmiiség bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy van P-n at két kii-
16nb6z6 (k — 1)-dimenzios altér, ami mindegyik V-t pontosan egy pontban
metszi. Legyenek ezek U; és U,. Ekkor van legalabb két olyan index (i < j),
amelyre Uy NV, =51 # So =UaNV, es Uy NV, =Ty # T, = Uy NV,
(Ha k — 1 darab altérrel vett metszete ugyanaz U;-nek és Us-nek, akkor U;
és Uy is megegyezik az ezen k — 1 metszéspont és P altal egyiittesen gene-
ralt altérrel.) Legyen W = (Vi,... Vi1, Viga, ..., Vo1, Viga, ..o, Vi), Mivel
P benne van az e; = T1.5; egyenes és W altal generalt altérben, valamint
az es = 1555 egyenes és W altal generalt altérben is, rajta van egy e;-en
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levé pontot egy W-beli ponttal 6sszek6tGé egyenesen és egy es-n levs pontot
egy W-beli ponttal dsszekots egyenesen is. De W és (V;,V;) kitérGek, igy
az el6z6 gondolatmenet szerint ez a két egyenes egybeesik. Ez viszont azt
jelenti, hogy e; és e; metszi egymaést, vagyis S1, Sy, 11 és 15 egy sikban van,
de ez, ugyanigy, mint az el6bb, ellentmondaés.

s, 152
w

€

2.3. abra. Az egyértelmtiség bizonyitasa

Nézziik tehat ezt a (k — 1)-dimenzios alteret P-n at. Ha ez valamelyik
V;-t olyan pontban metszi, ami benne van mar P; valamely p; pontja altal
generalt (p;—1)-dimenzios altérben, akkor P fedve van ((Zle pi> +k— 2)-
dimenzios altér altal, mégpedig az az altér fedi, amit ugy kapunk, hogy
vessziik ennek a (p; —1)-dimenzios altérnek, és a tobbi V; térben tetszdleges, a
metszéspontokon atmend, P; pontjai altal generdlt p;-dimenzios altereknek a
generatumat. Ebbdl az is latszik, hogy ha egyiket sem ilyen pontban metszi a
(k — 1)-dimenzio6s altér, akkor P nincs fedve ((Zle pi) +k— 2>—dimenzi(’)s
altér altal. Utobbi esetben akkor lesz a P-n athalado, P pontjai altal gene-
ralt Zle pi| +k— 1>—dimenziés alterek szadma minimalis, ha mindegyik
V; altérrel vett metszéspontra a lehets legkevesebb, az adott térben levs P;
pontjai altal generalt p;-dimenzids altér illeszkedik. Ugyanis azok az alterek
fedik P-t, amit a metszéspontokon az adott terekben athalado alterek egyiit-
tesen generalnak. Igy ez a minimalis érték az egyes alterekben eléforduld
minimalis értékek szorzata lesz, ami Hle ;. O

12



2.2. Kovetkezmény. Legyen k € Z*. Vegyiink fel PG(4k — 1,q)-ban k
darab 3-dimenzios alteret az eldzd lemmadban megadott modon, legyenek ezek
Vi,..., Vi, Vegyiink mindegyik V;-ben egy C; momentumgdérbét. Ekkor C =
CLUCyU---UC egy k(q+1) elemd minimdlis (3k — 1, u*)-telité halmaz, ahol

2_
= q263q, ha =0 (mod 3),
C80t2 0 g g #0 (mod 3).

Bizonyitds. Azonnal adodik, felhasznélva az Példat és a [2.2] Kovetkez-
ményt. [

2.3. Tétel. Az igy kapott C tébbszdrosen telitd halmaz p-sirisége 1-hez tart,
ahogy q — 0.

Bizonyitds. ElGszor szamoljuk meg azt, hogy ha kivalasztunk mindegyik V;-
bél egy pontot, akkor az ezek altal generalt (k — 1)-dimenzios altérhez hény
olyan P pont tartozik, ami nincs benne semelyik k£ —1 darab V; altal generalt
altérben sem. (Ezeket a tovabbiakban kimarads pontoknak nevezzik.) Ezt az
M értéket a szita-formula alkalmazéasaval kaphatjuk meg: Egy d-dimenzios
altér pontjainak szama ¢? + ¢* ' +--- + ¢+ 1, és a k pont altal generélt
(k — 1)-dimenzios altér Osszesen ( d_’il) darab olyan d-dimenzios alteret tar-
talmaz, aminek a generatorrendszere a k pont koziil keriil ki. Tovabba a
(k — 1)-dimenzios altér | darab (k — 2)-dimenzios alterének metszete a di-
menzidformula szerint egy (k — 1 — [)-dimenzios altér. Tehat

k k
M—(qk1+---+q+1)—(k_1)(qk2+"'+q+1)+"'i(1>-

Ebbdl nekiink csak annyira lesz sziikségiink, hogy M-ben a ¢ legmagasabb
hatvanya ¢*!.

Jelolje N annak a szamat, hogy hanyféleképpen tudunk mind a k£ darab
3-dimenzids altérbdl egy-egy nem a momentumgorbére esé és nem RC-pontot
kivalasztani:

1 A 1"
N=<q3+q2+q+1—(q+1)—5(613—61)> =<§q3+q2+§q> :

hiszen a momentumgorbének ¢ + 1 pontja van, az RC-pontok szama pedig
(S @ —1) =5 — )

Ekkor azon PG(4k—1, q)-beli pontok szdma, amelyeken nem megy at C se-
melyik 3k —1 pontja altal generalt (3k —2)-dimenzios altér, M N. Ugyanis ha
kivalasztunk mindegyik 3-dimenziés altérbél egy pontot, amit N-féleképpen
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tehetlink meg, akkor az ezek altal generalt altérre M kimarado pont illeszke-
dik, és igy minden kimaradé pontot pontosan egyszer kaptunk meg, mivel a
kimaradé pontokhoz egyértelmien tartozik egy (k — 1)-dimenzios altér, ami
mindegyik 3-dimenzids teret egy pontban metszi. Tehat a p-stirtiséget az
alabbi képlet adja meg:

1S
C,3k—1) = ———
7/1( ) ) Mk MN7
ahol S-et ugy kapjuk, hogy 0sszegezziik a kimarad6é P pontokra a P-n atme-
nd, C valamely 3k pontja altal generalt (3k — 1)-dimenzios alterek szamat.
Harom esetet kell megkiilonboztetniink g-nak a 3-mal vett osztési mara-
déka szerint. A nevezd mindharom esetben

k k
pMN = <é) ¢**q"! (%) ¢+ F(q) = 1—;616’“‘1 + F(q)
alakt, ahol F' egy (6k — 1)-nél kisebb foku polinom. Ugyan p értéke eltér
a kiilonboz6 esetekben, igy az F' polinom sem lesz mindig ugyanaz, viszont
az aszimptotikus viselkedés szempontjabol a szamlalonak és a nevezének is
csak a fGtagja szamit, és u legmagasabb foku tagja mindig %q?

S-et a kdvetkezSképpen szamolhatjuk ki: Vonjuk ssze a tagokat aszerint,
hogy az adott pontra illeszkedd (k — 1)-dimenzios altérnek az egyes Vi-kkel
vett metszéspontja milyen tipust. Igy S-et részosszegekre bonthatjuk. Mivel
minket S-nek is csak a f6tagja érdekel, elég azokkal a részosszegekkel foglal-
kozni, amikben ¢ a lehetd legmagasabb hatvanyon fordul el§. Azt mar lattuk,
hogy k kivalasztott ponthoz M kimaradé pont tartozik, igy M-et ki is emel-
hetiink. Ha van egy fix P kimarad6 pontunk, akkor a P-re illeszkedd C vala-
mely 3k pontja altal generalt (3k — 1)-dimenzios alterek szamat ugy kapjuk,
hogy mindegyik altérben megnézziik, hogy a P-n athaladé (k — 1)-dimenzids
altérrel vett metszésponton &t hany 3c-sik megy, és ezeket az értékeket —
amiket a 6. oldalon szerepl§ tablazatbol olvashatunk ki — 6sszeszorozzuk.
Ha csak azt rogzitjiik, hogy a k darab metszéspont milyen tipusi, akkor az
egyes alterekben levs adott tipust pontok szamét egymaéssal Gsszeszorozva
kapjuk az ilyen alterek szaméat. Tehat azokban a részosszegekben fordul el
g a legmagasabb hatvianyon, amelyek felirasa soran minden altérben olyan
pontot valasztunk, amire a megfelelé pontok szaménak és az olyan pontokon
atmend 3¢-pontok szaménak a szorzataban ¢ kitevGje maximalis.

1. g=1 (mod 3):

A szamlaloban szerepld Osszegben azokbol a tagokbdl szarmaznak ¢
legnagyobb kitevés el6fordulasai, amikor olyan P pontot néziink, amin
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atmend (k — 1)-dimenzios altér mind a &k 3-dimenzios teret 1p-pontban
metszi. Ezek S-hez a

(%(q?’ - Q)>k M (%(QQ - Q))k

mennyiséggel jarulnak hozza. Ebbdl azt kapjuk, hogy a szamlalo f6tag-

ja orq® !, ami megegyezik a nevezs fétagjaval. Ebbdl mér kovetkezik,

hogy 1-hez tart a u-strtiség.

. ¢ = —1 (mod 3): Ha a szamlaloban meg akarjuk hatarozni a f6tagot,
akkor az Osszes olyan esetet figyelembe kell venniink, amikor valahany
3-dimenzios altérbsl 3p-pontot, a maradékbol pedig Op-pontot valasz-
tunk. Ezekbdl a tagokbol az alabbi értéket kapjuk:

Mg (5) (b ok —a+0) (36 —0be—a-2)

Vagyis a fGtag:

~EO6E) @ E=200)-

1 1" 1
6k—1 6k—1
—(1+2) = — .
T 18k ( 2) 12+

Igy a szamlalonak is ugyanaz a fétagja, mint a nevezének, tehat a
hanyados ebben az esetben is 1-hez tart.

. ¢=0 (mod 3):
Most S-ben akkor kapjuk a legnagyobb hatvanyéat g-nak, ha mind a k
altérben IC-pontot valasztunk, vagyis a

1 oo g
—(¢* — M =(q* —
(2((1 Q)) ( ;@ —d)
tag adja a szamlalo fétagjat. Tehét

1 .
= mq% '+ Gla),
ahol G egy (6k — 1)-nél kisebb foku polinom. Tehéat most is 1-hez tart
a hényados.

]
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3. fejezet
Alkalmazas: MCF-ko6dok

Mint mar emlitettiik, a tobbszordsen telité halmazok szoros kapcsolatban
allnak bizonyos tipusu térlefed6 kodokkal. Ezek az MCF-koédok, amelyeket a
kovetkezdképpen definialunk:

3.1. Definicié. [2] Legyen C egy [n, k,d|,R-kdd, azaz egy olyan k-dimenzids
linedris kod GF(q)™-ben, melynek minimdlis tdvolsdga d, fedési sugara pedig
R. Azt mondjuk, hogy C' (R, 1n)-MCF (multiple covering of the farthest-off
points), ha minden x € GF(q)" szohoz, amire d(z,C) = R, legaldbb p olyan
c € C kddszo van, amelyre d(z,c) = R.

Az MCF-kodok vizsgélata tobb szempontbol hasznos. Ezek koziil egy az
altalanositott totd feladattal valo kapcsolatuk, egy masik pedig az a tény,
hogy a lista dekodolasnal a kodtol legtéavolabbi szavak fontos szerepet jatsza-
nak a lista méretére adott fels6 becslésekben az altalanositott Reed-Solomon
kodok esetén.

A tobbszorosen telitd halmazok és az MCF-kodok kozott az alabbi allitas
teremt Osszefliggést:

3.2. Allitas. [2] Legyen S egy n elemi (p, p)-telitd halmaz PG(n—k—1,q)-
ban. Tekintsik azt a C linedris [n,k,d],R-kédot, melynek paritdsellendrzd
mdtrixdt az S-beli pontok reprezentdlo vektorainak mint oszlopvektoroknak
egymds mellé irasival kapjuk. Ekkor C egy (p + 1,1)-MCF-kéd. Tovdbbd
S-nek a p-sirisége megegyezik annak az dtlagos értéknek, hogy eqy a kodtol
p + 1 tdavolsagra levd szo hdny kodszotol van p + 1 tavolsdgra, és p-nek a
hanyadosdval.

Igy tehat az el6z6 fejezetben megadott konstrukciobél minden k& > 1
egészre és ¢ primhatvanyra kapunk egy [k(¢ + 1), k(¢ — 3), d|,3k-kodot, és
ezek aszimptotikusan optiméalis MCF-koédok lesznek.
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