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A momentumgdrbe

Definicio
A PG(3, q) térben momentumgdérbének neveziink egy a
C={(t*.1,t,1): t € GF(¢)} U{(1,0,0,0)}

ponthalmazzal projektive ekvivalens halmazt.
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A momentumgdrbe

Definicio
A PG(3, q) térben momentumgdrbének nevezlink egy a
C={(>¢*,t,1): t € GF(q)} U{(1,0,0,0)}

ponthalmazzal projektive ekvivalens halmazt.
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A momentumgdrbe

> Szelbk altal lefedett pontok
szama:

q+1><q_1) @ +q+2

< (q+1)+< 5 = 5
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A momentumgdrbe

> Szelbk altal lefedett pontok
szama:

3
=(q+1)+ (q ; 1) (¢—1) = %
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A momentumgdrbe

> Szeldk altal lefedett pontok
szama:

3
=(q+1)+ (q ; 1) (¢—1) = %

> [PGB,q)l=¢+¢*+q+1
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A momentumgdrbe

Viszont:

Minden szeldkén kivil esé ponton at legalabb 1, a gorbét 3
pontban metszd sik megy.
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Mennyi a ;1?

Daniele Bartoli, Alexander A. Davydov, Stefano Marcugini,
Fernanda Pambianco, On planes through points off the twisted
cubic in PG(3,q) and multiple covering codes, Finite Fields and
Applications, 67 (2020), paper 101710
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Mennyi a ;1?

Daniele Bartoli, Alexander A. Davydov, Stefano Marcugini,
Fernanda Pambianco, On planes through points off the twisted
cubic in PG(3,q) and multiple covering codes, Finite Fields and
Applications, 67 (2020), paper 101710
» a C-t fixen hagyd projektivitdsok csoportja ¢ > 5 esetén
~ PGL(2,q)
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Mennyi a ;1?

Daniele Bartoli, Alexander A. Davydov, Stefano Marcugini,
Fernanda Pambianco, On planes through points off the twisted
cubic in PG(3,q) and multiple covering codes, Finite Fields and
Applications, 67 (2020), paper 101710
» a C-t fixen hagyd projektivitdsok csoportja ¢ > 5 esetén
= PGL(2,q)
» a pontoknak és a sikoknak is 5 orbitja van
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Sikorbitok

» P(t) pontbeli oszkull6 sik: w(t) = (1, —3t, 3t —t3);
m(o0) = (0,0,0,1)
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Sikorbitok

P(t) pontbeli oszkulald sik: w(t) = (1, —3t, 3t%, —t3);
7(c0) = (0,0,0,1)
T(t)NC = P(t)
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Sikorbitok

» P(t) pontbeli oszkull6 sik: w(t) = (1, —3t, 3t —t3);
m(00) = (0,0,0,1)
> 7(t)NC = P(t)
Orbitok:
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Sikorbitok

» P(t) pontbeli oszkull6 sik: w(t) = (1, —3t, 3t —t3);
m(00) = (0,0,0,1)
> 7(t)NC = P(t)
Orbitok:
1. oszkulal6 sikok
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Sikorbitok

» P(t) pontbeli oszkull6 sik: w(t) = (1, —3t, 3t —t3);
m(00) = (0,0,0,1)
> w(t)NC = P(t)
Orbitok:
1. oszkulal6 sikok
2. sikok, amelyek a gérbét 2 pontban metszik
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Sikorbitok

» P(t) pontbeli oszkull6 sik: w(t) = (1, —3t, 3t —t3);
m(o0) = (0,0,0,1)
> 7(t)NC = P(t)
Orbitok:
1. oszkulal6 sikok
2. sikok, amelyek a gérbét 2 pontban metszik
3. sikok, amelyek a gbrbét 3 pontban metszik
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Sikorbitok

» P(t) pontbeli oszkull6 sik: w(t) = (1, —3t, 3t —t3);
m(o0) = (0,0,0,1)

> 7(t)NC = P(t)
Orbitok:

1. oszkulal6 sikok

2. sikok, amelyek a gérbét 2 pontban metszik
3. sikok, amelyek a gbrbét 3 pontban metszik
4

. sikok, amelyek a gérbét 1 pontban metszik, de nem
oszkulalo sikok
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Sikorbitok

» P(t) pontbeli oszkull6 sik: w(t) = (1, —3t, 3t —t3);
m(o0) = (0,0,0,1)

> 7(t)NC = P(t)
Orbitok:

1. oszkulal6 sikok

2. sikok, amelyek a gérbét 2 pontban metszik
3. sikok, amelyek a gbrbét 3 pontban metszik
4

. sikok, amelyek a gérbét 1 pontban metszik, de nem
oszkulalo sikok

5. sikok, amelyek nem metszik a gérbét
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Pontorbitok
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Pontorbitok

(g £ 0 mod 3 esetén)



Pontorbitok

(g £ 0 mod 3 esetén)

1. C pontjai
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Pontorbitok

(g £ 0 mod 3 esetén)

1. C pontjai
2. az érintdk pontjai
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Pontorbitok

(g £ 0 mod 3 esetén)

1. C pontjai
2. az érinték pontjai
3. pontok, amelyek pontosan 3 oszkulal6 sikra illeszkednek
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Pontorbitok

(g £ 0 mod 3 esetén)

C pontjai

az érintdk pontjai

pontok, amelyek pontosan 3 oszkulalé sikra illeszkednek
pontok, amelyek pontosan 1 oszkulalé sikra illeszkednek

Ao~
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Pontorbitok

(g £ 0 mod 3 esetén)

C pontjai

az érintdk pontjai

pontok, amelyek pontosan 3 oszkulalé sikra illeszkednek
pontok, amelyek pontosan 1 oszkulalé sikra illeszkednek
pontok, amelyek 1 oszkulal6 sikra sem illeszkednek

Al A
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Pontorbitok

(g =0 mod 3) esetén



Pontorbitok

(g =0 mod 3) esetén

1. C pontjai
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Pontorbitok

(g =0 mod 3) esetén

1. C pontjai
2. pontok, amelyek pontosan ¢ + 1 oszkulalo sikra
illeszkednek
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Pontorbitok

(g =0 mod 3) esetén

1. C pontjai
2. pontok, amelyek pontosan ¢ + 1 oszkulalo sikra
illeszkednek

3. pontok, amelyek rajta vannak egy érintén és pontosan 1
oszkulal6 sikon

Pituk Séara Tobbszorésen telitd halmazok



Pontorbitok

(g =0 mod 3) esetén

1. C pontjai
2. pontok, amelyek pontosan ¢ + 1 oszkulalo sikra
illeszkednek

3. pontok, amelyek rajta vannak egy érintén és pontosan 1
oszkulal6 sikon

4. val6s szeldk pontjai
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Pontorbitok

(g =0 mod 3) esetén

1. C pontjai

2. pontok, amelyek pontosan ¢ + 1 oszkulalo sikra
illeszkednek

3. pontok, amelyek rajta vannak egy érintén és pontosan 1
oszkulal6 sikon

4. val6s szeldk pontjai
5. képzetes szeldk pontjai
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Mennyi a ;1?

> a C-t fixen hagy6 projektivitdsok csoportja ¢ > 5 esetén
>~ PGL(2,q)
» a pontoknak és a sikoknak is 5 orbitja van
» N egy sikorbit, M egy pontorbit =
> egy M-beli ponton atmend N -beli sikok szama M minden
pontjara ugyanannyi
> egy N-beli sikon levé M-beli pontok szama A minden
sikjara ugyanannyi
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Table 1: Values k;; (the number of ones in every row, top entry) and r;; (the number of
ones in every column, bottom entry) for the #.4; x #.#; submatrices Z;; of the point-plane
mcidence matrix of PG(3,¢9), g=¢ (mod 3), £ = —1,1,¢ > 5

7 A, A A, 2 A
N % -points T-points 3r-points 1r-points Op-points
il q+1 ¢ +q i@-a | 39| 3-9
A | -planes | ky; 1 2q é(qQ —q) é(q’2 —q) 0
g+l |ry 1 2 3 1 0
A | 2¢-plancs | kqj 2 2g—1 e —3q4+2)| 3(¢*—q) 3@ 1)
2
g +q |y 2q 2g-1 q—2 q g+1
A5 | Bg-planes | ky; 3 q—2 A +Ea+4) |3 —€a) | 3 +Ea-2)
6@ —a) | ry | 3@ @) | §(@® —3¢+2) | §(&® +€a+4) | §(@® —£a) | 5l +Eq—2)
M| Te\T- | ky 1 q =) |3+ | (6 —Eq)
planes
3@ —a) | ry | 50 —a) | 5l —q) e —&q) |5+ | 5(F - €g)
A | Op-planes | ks; 0 q+1 Ha?+€a-2) | 3(® —€a) | (@ +Eq+1)
3(a° —q) | s 0 3@ -1 |3 +€-2) | 3" —€a) | 3(¢* + &g+ 1)
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Tobbszorosen telitd halmazok

Definicid
Egy S C PG(N,q) halmazt (p, iu)-telitbnek neveziink, ha
» létezik olyan Q) € PG(N, q) pont, amely nincs benne egyik
S pontjai altal generalt (p — 1)-dimenzids altérben sem,
valamint
» minden az el6bbi tulajdonsaggal rendelkez6 @ pont
legalabb 1. olyan p-dimenziés altérben benne van, amit S
pontjai generalnak.
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Tobbszorosen telitd halmazok

Definicid
Egy S C PG(N,q) halmazt (p, iu)-telitbnek neveziink, ha
» létezik olyan Q) € PG(N, q) pont, amely nincs benne egyik
S pontjai altal generalt (p — 1)-dimenzids altérben sem,
valamint
» minden az el6bbi tulajdonsaggal rendelkez6 @ pont
legalabb 1. olyan p-dimenziés altérben benne van, amit S
pontjai generalnak.

n-elemi (p, p)-telitd halmaz PG(k — 1, q)-ban « linearis
[n,n — k|,-kod, ami (p + 1, 1n)-MCF
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MCF-kédok

Definicio

Egy [n, k|, linearis kod (p + 1, n)-MCF (multiple covering of the
farthest-off points), ha fedési sugara p + 1, és minden

x € GF(q)"-hez, amire d(z,C) = p + 1, azon ¢ kddszavak
szama, amire d(x,c) = p + 1, legalabb .

Pituk Sara Tobbszorésen telitd halmazok



Tobbszorosen telitd halmazok

Tétel (Bartoli, Davydov, Marcugini, Pambianco, 2020)

PG(3,q)-ban a momentumgdrbe egy q + 1 elemi minimalis
(2, pn)-telité halmaz, ahol

B @ ha ¢g=0 mod 3,
H= (127# ha ¢#0 mod 3.
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Tobbszorosen telitd halmazok

Tétel (Bartoli, Davydov, Marcugini, Pambianco, 2020)

PG(3,q)-ban a momentumgdrbe egy q + 1 elemi minimalis
(2, pn)-telité halmaz, ahol

{‘fggq ha ¢g=0 mod 3,
ILL:

(127# ha ¢#0 mod 3.

Tovébba a PG(3, q) terekben a momentumgdrbék egy
aszimptotikusan optimalis tébbszérdsen telitdé halmazsorozatot
adnak meg.
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u-slrliség

Definicio

Legyen S egy (p, v)-telité halmaz. S-nek a u-sdriisége az a
vu(S, p) érték, amit ugy kapunk, hogy annak az atlagos eérteket,
hogy az S altal generalt (p — 1)-dimenzids alterekbdl kimarado
pontokon at hany S altal generalt p-dimenzids altér megy,
elosztjuk y.-vel.
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u-slrliség

Definicio

Legyen S egy (p, v)-telité halmaz. S-nek a u-sdriisége az a
vu(S, p) érték, amit ugy kapunk, hogy annak az atlagos eérteket,
hogy az S altal generalt (p — 1)-dimenzids alterekbdl kimarado
pontokon at hany S altal generalt p-dimenzids altér megy,
elosztjuk j.-vel.

> legalabb 1, és egyenl6ség < minden S éltal generalt
(p — 1)-dimenzioés alterek altal le nem fedett pontot
pontosan p S altal generélt p-dimenzids altér tartalmaz

(optimalis)
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Uj eredmények

Allitas

Legyenk € Z+. Legyen P; V; = PG(n;, q)-ban egy (p;, u;)-telitd
halmaz, i =1,...,k. Vegylk fel ezeket

PG(ny +ng + -+ 4+ nx + k — 1,q)-ban kitér6 moédon. Ekkor
P=PiUPyU---UPyx egy (p, n)-telité halmaz, ahol

k k
p= (Zm) +k—1é3/~L=HMz‘-
i=1 i=1

Tovabba ha mindegyik P; minimalis, akkor P is az.
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Bizonyitas

> k=2 PrUPyegy (p1 + p2 + 1, u1pe)-telitd halmaz
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Bizonyitas

> k=2 PrUPyegy (p1 + p2 + 1, u1pe)-telitd halmaz
» P eVyvagy P €V, = P bennevan (p; + ps)-dimenziés
altérben
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Bizonyitas

> k=2 PrUPyegy (p1 + p2 + 1, u1pe)-telitd halmaz
» P eVyvagy P €V, = P bennevan (p; + ps)-dimenziés
altérben
» egyikben sincs benne = 3! P-n at egy e egyenes:
Vine={My}, Vane={M}
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Bizonyitas

> k=2 P1UPyegy (p1 + p2 + 1, u1p2)-telitd halmaz

> P e Vyvagy P €V, = P bennevan (p; + p2)-dimenziés
altérben

» egyikben sincs benne = 3! P-n at egy e egyenes:
Vine={M}, Vane={M}

» P nincs benne (p; + p2)-dimenziés altérben < M; nincs
benne p;-dimenziésban és M, nincs benne
po-dimenzidésban
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Bizonyitas

> k=2 PrUPyegy (p1 + p2 + 1, u1pe)-telitd halmaz

» P e V;vagy P €V, = P bennevan (p; + p2)-dimenziés
altérben

» egyikben sincs benne = 3! P-n at egy e egyenes:
Vine={My}, Vane={M}

> P nincs benne (p; + p2)-dimenziés altérben < M; nincs
benne p;-dimenziésban és M, nincs benne
po-dimenzidésban

» ekkor Mi-en at uy, Ms-n at us darab p;-, illetve
po-dimenzibs altér megy; ezek 6sszesen py o darab
(p1 + p2 + 1)-dimenziésat generalnak
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Bizonyitas

> k=2 PrUPyegy (p1 + p2 + 1, u1pe)-telitd halmaz

» P e V;vagy P €V, = P bennevan (p; + p2)-dimenziés
altérben

» egyikben sincs benne = 3! P-n at egy e egyenes:
Vine={M}, Vone={My}

> P nincs benne (p; + p2)-dimenziés altérben < M; nincs
benne p;-dimenziésban és M, nincs benne
po-dimenzidésban

» ekkor Mi-en at uy, Ms-n at us darab p;-, illetve
po-dimenzibs altér megy; ezek 6sszesen py o darab
(p1 + p2 + 1)-dimenziésat generalnak

> tetszOleges k-ra:
PLUPU---UP=(PrUPaU---UPr_1) UPy
indukcié
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Uj eredmények

Allitas
7#(731 U---U Pka p) = Hf:l ’7/147;(732'7 pl)
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Uj eredmények

Allitas
’V;L(Pl U---U Pka P) = Hf:l ’Y,Uai(lpiv Pz)
> k= 2-re:

» Tegylik fel, hogy V1 -ben A1 db ponton at Ny, As-n at
Ns, ..., A.-en at N,. db p,-dimenziés altér,
V5-ben pedig B1-en at M, ... Bs-en at M, db
p2-dimenzios altér megy
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Uj eredmények

Allitas
fY}L(Pl U---U Pka P) = Hf:l ’Y,Uai(lpiv Pz)
> k= 2-re:

» Tegylik fel, hogy V1 -ben A1 db ponton at Ny, As-n at
Ns, ..., A.-en at N,. db p,-dimenziés altér,
V5-ben pedig B1-en at M, ... Bs-en at M, db
p2-dimenzios altér megy

1 2o AN
> Y, (P1,p1) = wSSA

1 X5 BiM;
> ’7#2(7327p2) = a2 ijjlzl ]Bj]
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Uj eredmények

Allitas
fY}L(Pl U---U Pka P) = Hf:l ’Y/Li(lpiv Pz)
> k= 2-re:

» Tegylik fel, hogy V1 -ben A1 db ponton at Ny, As-n at
Ns, ..., A.-en at N,. db p,-dimenziés altér,
V5-ben pedig B1-en at M, ... Bs-en at M, db

p2-dimenzios altér megy
T A;N;
> Yy (P1,p1) = ﬁ%
S, BjM;
> ua(Pap2) = S
1 X, AiBj(q—1)N: M;
> u(PrU P2 p) = B1p2 ﬁ:u A]iBj(q—l) ;
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Uj eredmények

Allitas
fY}L(Pl U---U Pka P) = Hf:l ’Y/Li(lpiv Pz)
> k= 2-re:

» Tegylik fel, hogy V1 -ben A1 db ponton at Ny, As-n at
Ns, ..., A.-en at N,. db p,-dimenziés altér,
V5-ben pedig B1-en at M, ... Bs-en at M, db

p2-dimenzios altér megy
T A;N;
> Yy (P1,p1) = ﬁ%
S, BjM;
> ua(Pap2) = S
1 X, AiBj(q—1)N: M;
> u(PrU P2 p) = B1p2 ﬁ:u A]iBj(q—l) ;

» indukcio
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Uj eredmények

Kévetkezmény
Legyen k € Z*. Vegyiink fel PG (4k — 1,q)-ban k darab
3-dimenzids alteret kitér6 modon, legyenek ezek V1, ..., V.

Vegyink mindegyik V;-ben egy C; momentumgdrbét. Ekkor
C=CUCoU---UCk egy k(q+ 1) eleml minimalis
(3k — 1, u*)-telit6 halmaz, ahol

_ nggq, ha ¢g=0 mod 3,
a f—g#j ha ¢#0 mod 3.

Tovabba C aszimptotikusan optimalis.
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Kész6ndm a figyelmet!

Pituk Sara Tobbszorosen telité halmazok



