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1. Bevezetés

Az el6z6 félévben Norine hiperkocka sejtésével foglalkoztunk, ebben a félévben pedig
tovabbi élszinezési kérdéseket vizsgaltunk a hiperkockan, az elért, 1j részeredmény
a 3. fejezetben talalhato.

2. Norine hiperkocka sejtése és valtozatai

Az n dimenzios hiperkocka élgrafjara gondolhatunk a kévetkezéképpen: a hiperkocka
csucsait megfeleltethetjiik a {0,1}" vektoroknak, és pontosan akkor vezet két csucs
k6zott ¢él, ha pontosan 1 koordinataban kiilonboznek. Két csiics antipoddlis, ha min-
den koordinataban kiilonboznek. Az ab és cd €l antipoddlis, ha a és ¢, valamint b és
d antipodalis. Egy szinezés antipoddlis, ha minden élre teljesiil, hogy az adott él és
az antipodalisa kiilonb6z6 szinid. Egy ab ut geodetikus, ha legrovidebb az Gsszes ut
kozott, amelyek két végpontja a és b.

Norine 2008-ban fogalmazta meg kovetkezd sejtését:

2.1. Sejtés. Az n dimenzids hiperkocka éleinek bdrmely antipoddlis, 2 szinnel valo
szinezéseben létezik eqyszini ut két antipodalis csucs kozott.

Tetsz6leges szinezés esetén megfogalmazhato a kdvetkezs sejtés:

2.2. Sejtés. Az n dimenzids hiperkocka éleinek barmely, 2 szinnel vald szinezésében
van két antipoddlis csiucs, amelyek kézott létezik olyan ut, amely legfeljebb eqyszer
vdlt szint.

Ha megkoveteljiik azt is, hogy az at legyen geodetikus, akkor a kovetkez6 sejtéseket
kapjuk:

2.3. Sejtés. Az n dimenzids hiperkocka éleinek bdrmely antipoddlis, 2 szinnel valo

szinezésében létezik egqyszintd geodetikus it két antipoddlis csics kdzitt.

2.4. Sejtés. Az n dimenzids hiperkocka éleinek bdrmely, 2 szinnel valo szinezésében
van két antipoddlis csics, amelyek kozott létezik olyan geodetikus 1it, amely legfeljebb

eqyszer vdlt szint.



A2.3]sejtés és al2.4sejtés ekvivalencidjat Leader és Long bizonyitotta be. 5] Nyilvan-
valo, hogy a[2.3]sejtésbol kovetkezik a [2.1] sejtés, valamint a [2.4] sejtésbol kovetkezik
a [2.2] sejtés. Tehat a [2.3] sejtésbol kovetkezik a tobbi harom sejtés is.

2.1. Ismert eredmények

A geodetikus Norine [2.3]|sejtést alacsonyabb dimenzidra, n <5 esetén 2013-ban Feder
és Subi bizonyitotta be[3], eggyel magasabb dimenzora 2017-ben West és Wise bizo-
nyitotta bel|4]. Az elsG félévben ezeket és a kovetkezd cikket dolgoztam fel, melyben
a 2.3 sejtést n =7 esetén SAT solver hasznalataval bizonyitottak be[I].

Az els6 félév soran a[2.3]sejtést az n=8 esetben terveztiik igazolni SAT solver haszna-
lataval, egy, az el6z6 cikkben szereplénél jobb szimmetriatorést alkalmazva, viszont
2025 novemberében jelent meg egy cikk[2], amelyben ezt a szimmetriatorést alkal-
mazzak. A cikk ezenkiviil tartalmazza a jelenlegi legjobb eredményt a szinvaltasok

szamanak aszimptotikus kozelitésére vonatkozoan:

2.1. Tétel. Az n dimenzids hiperkocka éleinek bdarmely, 2 szinnel vald szinezésében
van két antipoddlis csics, amelyek kozott létezik olyan it, amely legfeljebb 0.3125n+6
alkalommal vdlt szint.

3. Egyszini C;-mentes szinezések

A félév soran a kovetkez6 Ramsey tipusi probléma egy részesetét sikeriilt belatnunk:
Milyen G és H esetén teljesiil, hogy a G-nek létezik olyan szinezése, amely nem
tartalmaz egyszinti H-t7 Azt a kérdéskort, amikor G egy hatvanygraf és H = (),
nemrég kezdték el vizsgalni.[6]

3.1. Definicié. A G = (V1, Ey) és a Gy = (Va, Es) grdfszorzatan azt a G = (V, E)
grifot értjik, amelynek csicsai V= {(v,w):v € Vi,w € Va}, illetve minden (v, w;)
és (ve,wq) cstcs pontosan akkor van dsszekdtve, ha vy = ve, valamint wy é€s we

szomszédos Go-ben, vagy ha wy = wsy, valamint vy €s vy szomszédos G1-ben.
Jelolés: G = G1UGy, az n. hatvany pedig "G

3.2. Definicié. G A H azt jelenti, hogy létezik G-nek olyan szinezése, amely nem
tartalmaz eqyszinig H-t.

3.3. Tétel. DRK4 7L> C4

Az altalanos problémanak ezt a részesetét gy bizonyitottuk be, hogy [1" K, helyett
egy feddgrafjanak, a (Q3,-nek a szinezésére vezettiik at a problémét.

3.4. Definicié. A Gy = (Vy, Es) grdaf a Gy = (Vi, E1) grdf egy feddgrdfja, ha létezik
eqy olyan [ : Vo — Vi sziirjektiv leképezés, amelyre teljesil a lokdlis izomorfizmus,
vagyis Yv € Vo esetén f megszoritdisa v szomszédjaira bijekcio v és f(v) szomszédjai
kézott.



Ha Gy egy fed6grafja Gi-nek és G4 egy fedégrafja Gs-nak, akkor GG, egy fedd-
grafja G10G3-nak. Ezt alkalmazva ()3, K4 és hatvanyaik esetén, mivel Q3 kanonikus
paros fedése K -nek, megkapjuk, hogy [1"Q3 egy fedGgrafja (1" Ky-nek. Ez a fedGgraf,
vagyis ()3, egy konnyebben kezelhetd, szebb konstrukci6. Nézziik meg az egyszini
Cy létezésének kapcsolatat (D3, és [J" K, esetén. Felhasznalva, hogy ()3 kanonikus
paros fedése K -nek, nem nehéz belatni, hogy ha ()3,-ben nincs egyszinii C}, akkor
" K4-ben sincs. Ezek alapjan elég megnézni, hogy a ()3, szinezésére minek kell tel-
jesiilnie ahhoz, hogy a szinezésbdl a (1" K4 egy szinezését kapjuk.

Két szomszédos, 3n dimenzios cstucs 1 koordinataban kiilonbozik, ez legyen az ket
osszekits él valtozo bitje. Igy minden él megfeleltetheté egy olyan 3n hosszi 0-1
sorozatnak, amely egy valtoz6 bitet tartalmaz. Ezek a sorozatok n darab, egymaést
kévet6 harmas blokkokbol allnak. Ha megvaltoztatjuk egy harmas blokk minden
elemét gy, hogy 0 helyett 1-et, 1 helyett 0-t irunk, akkor az eredeti blokk komple-
menterét kapjuk meg.

A " Ky-ben szerepl6 éleknek a fedés altal tobb élt feleltetiink meg a @)3,-ben, pon-
tosan azokat az éleket, amelyek az eredeti élbél gy kaphatoak meg, hogy az adott
él esetén az Osszes lehetséges modon vessziik minden blokk esetén az eredeti blokkot
vagy a komplementerét. Egy (" Ky -beli él esetén ez Osszesen 2" élt jelent (Q3,-ben,
ezeknek az eredeti élt fedd éleknek azonos szintinek kell lenni. Ahhoz, hogy a Q3,
szinezésébdl a [1" Ky egy szinezését kapjuk ennek kell teljesiilnie.

3.5. Tétel. A Qs, éleinek létezik olyan 2 szinnel vald szinezése, amely nem tartalmaz

eqyszint Cy-et és " K, minden éle esetén az €lt fedd, Qs,-beli élek azonos sziniek.

Bizonyitds. A szinezést minden él esetén a kiovetkez6képpen meghatarozott elemek-
bél allo Gsszeg hatarozza meg. Legyen az adott él valtozo bitje az 7. blokkban.

Ha a valtozo bit a blokk 1. eleme, akkor a kovetkez6 biteket adjuk 6ssze: az i. blokk-
bol a 2. és a 3. bitet, az Osszes tobbi blokkbol pedig az 1. és a 3. bitet.

Ha a valtozo bit a blokk 2. eleme, akkor a kovetkez6 biteket adjuk 6ssze: az 7. blokk-
bol az 1. és a 3. bitet, az 6sszes tobbi blokkbdl pedig az 1. és a 2. bitet.

Ha a valtozo bit a blokk 3. eleme, akkor a kovetkezd biteket adjuk 6ssze: az i. blokk-
bol az 1. és a 2. bitet, az 6sszes tobbi blokkbdl pedig a 2. és a 3. bitet.

Tehét, ha a valtozo bit a blokk j. eleme, akkor az i. blokkbol a ((j—1) mod 3). és a
((7+1) mod 3). bitet, az dsszes tobbi blokkbol pedig a j. és a ((j+2) mod 3). bitet
adjuk Gssze.

Ha ez az 0sszeg 0 mod 2, akkor legyen az él piros, ha 1, akkor kék szint.

Ebben a szinezésben [1" K, minden éle esetén az élt fedd, Qs,-beli élek azonos szi-
ntiek lesznek, hiszen minden blokkbdl ketts bitet adunk hozza az 6sszeghez, igy egy
blokk helyett a komplementerét véve az 6sszeg mod 2 mindig valtozatlan marad.
Ez a szinezés nem tartalmaz egyszini Cy-et:

Minden Cy-et két bit (i. és j.) valtozésa meghatéroz, hiszen a négy él felirdsa a ko-
vetkez§: az i. bit a valtozo bit és a j. bit 0, az 7. bit a valtozo bit és a j. bit 1, az 1.
bit 0 és a j. bit a valtoz6 bit, valamint az . bit 1 és a 7. bit a valtozoé bit, a tobbi bit



pedig valtozatlan marad. Mivel a valtozo bit nem szerepel az Gsszegben és a mésik
bit 0 és 1 értéket is felvesz a Cy-ben, ez két kiilonb6z6 6sszeget eredményez mod 2,
vagyis lesz két ellentétes szind éle az adott Cy-nek.

Tehat elég azt belatni, hogy minden ¢ és j esetén, ha az i. bit a valtozo bit, akkor
a j. bit szerepel az Gsszegben vagy forditva, ha a j. bit a valtozo bit, akkor az i.
bit szerepel az 6sszegben. Ha a két bit egy blokkban szerepel, akkor ez nyilvinvalo.
Tegyiik fel, hogy kiilénb6z6 blokkban vannak. Ha a valtozo bit az i. elem, akkor j=1
és 7 =1+2 mod 3 esetén az Osszeg tartalmazza a j. bitet. Ha j =7+ 1 mod 3, akkor
pedig nézziik meg azt az Osszeget, amikor a j. bit a valtozo bit. Ez tartalmazza az
i. bitet, hiszen 7 = 7—1 mod 3.

Tehat a megadott szinezésre teljesiil, hogy [J"K,; minden éle esetén az élt fedd,
@3n-beli élek azonos szintek és nem tartalmaz egyszini C)-et. O]

Tehat [J" K4-nek 1étezik olyan szinezése, amely nem tartalmaz egyszint C)-t, viszont
" K¢ Osszes szinezése tartalmaz egyszini Cy-t, hiszen mar Kg esetén is tartalmaz
minden szinezés egyszind Cy-t. A probléma " K5 esetén megoldatlan, a tovabbiak-

ban ezt tervezziik vizsgalni.
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