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1. Bevezetés

A kordbbi kutatémunka sordn az idempotens osztégytiriiket vizsgdltuk, ezen gytliriosztalyrél mond-
tunk ki kiilonféle allitdsokat. A tovdbbiakban megvédlaszolunk par nyitva maradt kérdést, illetve
par moduluselméleti kérdést. De el6szor is idézziik fel az idempotens osztégytirtik definicidjét.
A beszdmolé sordn tovdbbra is feltessziik, hogy a gyfiriik egységelemesek (kivéve ott, ahol ez
nyilvdnval6an nem teljesiil), illetve modulus alatt bal modulust értiink. A [2] cikkben fellelhetd a
rendkiviil hasonlé Zorn-gytiriik osztdlya. A [6], [5] cikkekben foglalkoznak nagyon hasonld kérdésekkel
a Zorn-gytriikkel, illetve az igynevezett I-gytiriikkel kapcsolatban. Illetve a moduluselméleti kérdéseinket
a [3] cikk 4llitasai ihlették. Tovdbba néhol hasznaljuk az eléz6 kutatémunkankban [4] lefrtakat. Meg-

emlitend6 az [1] konyv, hiszen ebben tdrgyaljdk a tulajdonsdg ihletéiil szolgdlé Neumann-regularitast.

1. Definicié. Egy R gydird jobb (bal) idempotens osztégylri, ha ¥ 0 # x € R Jy € R, hogy
0 # xy = (zy)? (illetve 0 # yx = (yz)?).

Mint ahogy azt [4] lefrtuk, a definicié jobb-bal szimmetrikus, sét elég megkovetelni, hogy két

oldalrdl szorozhaté minden nem 0 elem idempotensbe.

2. Néhany felmeriilo kérdés megvalaszolasa

El6szor is meg kell emlitentiink, hogy az Idempotens osztégytiriik cimi kutatémunkaban szerepel egy
hiba, méghozza az az &llitas, hogy az idempotens osztogylirik osztilya zart a faktorképzésre. Erre

a kovetkez6 ellenpéldat mutatjuk (amit mdr az kordbbi eldaddson megadtunk):



2. Definicié. Legyen T(Q,Z) = {z € [[;2, Q |3a € Z, hogy x; = a véges sok kivételével }
Tovdbbd legyen ¢ : T(Q,Z) — Z leképezés, amely eqy T(Q,Z)-beli elemhez a végtelen sokszor

szerepld rogzitett egészt rendels.

3. Allitas. A fent definidlt T(Q,Z) gyiiri idempotens osztégyiird, és a ¢ leképezés magja szerinti

faktor nem idempotens osztogytri.

Bizonyitds. Az, hogy T(Q,Z) idempotens osztégylir(i, hasonlé médon kovetkezik, mint az Idem-
potens osztégyliriik cimil [4] kutatémunkankban R(Q,Z) idempotens osztégyliri volta. Vildgos,
hogy a @-nél vett kép Z, amely izomorf a leképezés magja szerinti faktorral, és Z nem idempotens

osztégytirti. (Az idedl mellyel, faktorizalunk, ;- Q lesz). O

A Dbizonyitasnal az a tulajdonsdg romlik el, hogy az eredeti gytir{iben kapottt idempotensek,
lehet, hogy kinulldzédnak a faktorban.

Most pedig térjiink &t a centrum vizsgalatara. Mint azt tudjuk Neumann-regularis gytirtik centru-
ma Neumann-regularis. De vajon az idempotens osztogyturiikre igaz-e ez a tulajdonsag. Ellenpéldat

fogunk mutatni.

4. Példa. A végtelen dimenzids matrizgylri azon részqyiirijét vesszik, mely bal felsé négyzetes

részmdtrizdban egy négyzetes raciondlis mdtrix dll, illetve a fédatlobeli elemek egy rogzitett egész

szdmmal egyenldek (ezen a négyzetes részmdtrizon kivil).

5. Allitas. A fent definidlt gyiri, egy olyan idempotens osztégytirid, mely centruma nem idempotens

0sztogytri.

Bizonyitds. Vilagos, hogy ez egy gylirii a szokdsos miiveletekre. Valamint az is, hogy idempotens
osztogylirli, hiszen a négyzetes részmatrix esetén a kvaziinverzzel szorozzuk azt a részt, és a f6atld
t6bbi része kinulldzédik (raciondlis matrixok gyfirije Neumann-reguldris). Viszont ennek centruma
a skalarmétrixokbdl all, vagyis azokbdl, melyek foatlojaban egy rogzitett egész szam all. fgy példaul

a csupa 2-es f64tlgji métrixot nem fogjuk tudni nem 0 idempotensbe szorozni. O

Igen dm, de az Abel-reguldris gy(iriik (masnéven erésen reguldris gytirtik) mintdjéra definialhaté

egy hasonlé gytriiosztaly az idempotens osztégytrik esetén.

6. Definicio. Egy gytri erdsen idempotens osztogyiri, ha idempotens osztogytiri, és benne minden

idempotens elem centradlis.

7. Allitas. Az erdsen idempotens osztogyirik centruma (erésen) idempotens osztdgytir.



Bizonyitds. Legyen R egy erésen idempotens osztogyliril, valamint legyen x € Z(R). Ekkor Jy € R,
hogy xy nem 0 idempotens. De ekkor mint tudjuk, yzry is nem 0 idempotensbe szorozza x-et.
Legyen r € R egy tetszleges gylirtielem. A feltételeink alapjan zy, illetve yx centralisak, hiszen
idempotensek. Ekkor

rYTY = Yrry = yrry = yryr.

Vagyis yxy centralis, és idempotensbe szorozza z-et (ami idempotens volta miatt centrumbeli).

Es xy nem 0 idempotens, ezért xyxy is az. O
8. Lemma. Legyen R egy idempotens osztogytrd. Ekkor M, (R) szintén idempotens osztégytri.

Bizonyitds. Legyen 0 # X € M, (R). Ekkor 1étezik X-nek egy nem nulla eleme, legyen mondjuk ez
az 1. sor j. eleme mégpedig az y € R elem. Mint azt korabbrdl tudjuk, elég belatnunk, hogy X-et
tudjuk két oldalrdl gy szorozni matrixokkal, hogy nem nulla idempotenset kapjunk. Legyen Fg; az
a matrix, melynek s. sordnak t. eleme 1, a tobbi pedig 0. Ekkor E; X Ej; olyan métrix, melynek
i. sordnak j. eleme y a tobbi pedig 0. Egy permutéciématrixszal elérhetjiik, hogy ez az y elem a
féatlora kertiljon, méghozzd a f64t16 i. helyére a sorokat cserélgetve (azaz balrdl szorozva), legyen ez
a permutdciométrix P. Ekkor PE; X E;; egy olyan matrix, melyben a f64tlé i. eleme y a tobbi 0.
Mivel y # 0, igy 32z € R, hogy yz egy nem 0 idempotens. Legyen Z;; az a matrix, melyben a f64tl
i. helyén z szerepel a tobbi helyen pedig 0. Ekkor a PEy; X E;;Z;; matrix olyan, hogy a f64tlé <.
helyén yz szerepel, a tobbi helyen pedig 0. Es mivel yz egy nem 0 idempotens, igy ez a matrix nem

0 idempotens. O
A fenti lemma, és egy korabbi allitas ismeretében pedig levonhatjuk a kdvetkezot:
9. Tétel. Az idempotens osztégylriiség eqy Morita-invaridns gyidritulajdonsdg.

Bizonyitds. Legyen R egy idempotens osztégytirli, valamint S egy R-Morita-ekvivalens gytiri. Ekkor
a Morita-tétel alapjan In € N és Je € M,,(R) idempotens, hogy S = eM,(R)e. Igen d4m, de a 8.
lemma alapjén M, (R) idempotens osztégytirli, valamint a [4] 12. &llitdsa miatt eM,(R)e = S

idempotens osztégytrii. O

Felmeriil a kérdés, hogy az Idempotens osztogylriiségnek mi a moduluselméleti megfogalmazasa.



3. Moduluselméleti vizsgalédasok

A kovetkezékben definidlunk egy modulusosztélyt, az endoregularis modulusok mintdjara. Vala-
mint ezekrdl latunk be 4llitdsokat. Az allitdsok a [3] cikkben szerepld allitdsok analogonjai, illetve

erositései.

10. Definicié. Legyen R gylird M pedig eqy R-modulus. Azt mondjuk, hogy M rendelkezik az E10O
tulajdonsdggal, ha Endr(M) idempotens osztégydri.

11. Allitas. Legyen R gylri, M egy EIO R-modulus, valamint legyen N < M egy direkt dssze-
adanddé M-ben. Ekkor N szintén EIO

Bizonyitds. Ismert, hogy mivel N < M direkt ¢sszeadandé, gy de € Endg(M), hogy Endgr(N) =
eEndr(M)e. De Endr(M) idempotens osztégylirii, igy eEndr(M)e = Endg(N) is az. O

12. Allitas. Legyen R gyiird, M pedig eqy EIO R-modulus. Ekkor¥0 # ¢ € Endg(M), 3K, Ky <
M direkt dsszeadanddk, hogy K1 # 0, Ko # M, és K1 < Imy, és Kerp < K.

Bizonyitds. Vegyink 0 # ¢ € Endr(M) endomorfizmust. Ekkor a feltételeink alapjin (és a jol
ismert, mindkét oldalrél idempotensbe szorzé elemet haszndlva) Fp € Endg(M), hogy ¢, és
P egyarant nem 0 idempotensek. Ekkor oM < oM, de pv nem 0 idempotens volta miatt
0 # ey M =: K7, megfelel6 vélasztas Ki-nek. Hasonléan Kerp < Keryp, de ¥ nem 0 idempotens
volta miatt M # Keryp =: Ky megfelel6 valasztas lesz Ks-nek. O

Természetesen meriil fel az a kérdés, hogy az EIO modulusokat hogyan jellemezziik. Az endo-
regularitds [3] cikkben megtaldlhaté jellemzéséhez hasonléan prébélkoztunk a 12. allitdssal. Megol-

datlan, hogy igaz-e a megforditasa, tehat:

Legyen R gyliri, M R-modulus, hogy V0 # ¢ € Endr(M) esetén K, Ko direkt osszeadandok,
hogy K1 # 0, Ko # M, hogy K1 < Imy, és Kerp < K. Igaz-e hogy ekkor M EIO?

Most pedig a relativ endoregularitas altaldnositasat adjuk meg.

13. Definicidé. Legyen R gyird, valamint M, N R-modulusok. Azt mondjuk, hogy M N -re nézve re-
lativ EIO (réviden N-EIO ),ha¥0 # ¢ € Hompg(M, N) modulushomomorfizmushoz J¢ € Homg(N, M),

hogy 0 # (py)* = p¥ € Endg(N).



14. Megjegyzés. Egy alapvetd megfigyelés, hogy a definicid itt is jobb-bal szimmetrikus, ugyanaz-
zal az indokldssal, mint az idempotens osztogylrik esetén, de itt mds-mds modulusok idempotens

endomorfizmusait kapjuk meg.
Most pedig kovetkezzen a [3] cikk 3.5. dllitdsdnak erdsitése:

15. Allitas. Legyen R egy gyird, valamint M, N direkt felbonthatatlan R-modulusok, hogy M N -
EIO. Ekkor Homp(M,N) = {0}, vagy M = N.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Homp(M,N) # 0. Ekkor 30 # ¢ € Homp(M, N), tehat a feltételeink
alapjan ¢ € Hompg(N, M), hogy 0 # (p)? = o € Endg(N), sét a sokat hasznalt jobb-bal
szimmetriaval feltehetd, hogy olyan -t talaltunk, amely mindkét oldalrdl idempotensbe szorozza -
t. Igen d4m, de v idempotens volta miatt py N, és Kerpy direkt ésszeadandék N-ben (hasonléan
YoM, Keripp direkt 6sszeadanddk M-ben).Mivel azonban ¢ # 0 (illetve ¢ # 0), igy ez csak
oy N = N, Kerpyp = 0 (illetve ppM = M, Keryp = 0) médon allhat fenn. De N = ¢y N C oM C
N, vagyis oM = N, tehat ¢ sziirjektiv. Illetve Kery C Kerypp = 0, vagyis Kerp = 0, tehat ¢
injektiv. Vagyis ¢ izomorfizmus M és N kozott. O

A [3] cikkben ez relativ endoregularitdssal volt kimondva, amib6l nyilvdnvaléan kévetkezik a

relativ E10-sag.

Most pedig szintén a [3] cikk a 3.11.-es karakterizdcids tételével analég tételt bizonyitunk.

16. Lemma. Legyen R gyiirt, I egy véges indexhalmaz, M, N R-modulusok valamint M = @, ; M;.
Ekkor M N-EIO pontosan akkor, ha M; N-EIO Vi € I esetén.

Bizonyitds. =: Vildgos, hogy, ha ¢ € Hompg(M;, N) esetén ¢ € Hompg(M, N).

<: Indukciét alkalmazunk az I indexhalmaz elemszaméra, legyen ez n. Az n = 1 eset nyilvanvalé.

n = 2 : Legyen M = M; @ M, és e1,ea € Endr(M) az Mi-re és My-re torténd vetitések.
Legyen 0 # ¢ € Hompg(M, N) egy modulushomomorfizmus. Ekkor ge; € Hompg(M;, N) homo-
morfizmushoz 3 € Hompg(N, M), hogy ype; = (Yper)?. Ekkor peitppe; — hper = 0, tehat
(Ype1pp — Ypler = 0, de e1p = 1, tehdt (Yo — Yp)er = 0. Ha vpbg — e = 0 allna fenn,
akkor készen lennénk. Most tegyiik fel, hogy 0 # Yoy — ¥ = x, mint tudjuk, ze; = 0, tehét
x = x(e1 + e2) = xes € Hompg(Ma, N), igy Jy € Hompg(N, M), hogy yxyx — yx = 0, (és yz # 0)
de ekkor x = wey miatt (yryr — yx)es = 0. Tehdt yryr — yx = (yryzr — yx)(e; + ez) = 0. Ami



azt jelenti, hogy yx € Homp (M, N) egy nem 0 idempotens, de yx = y(vpipp — )=y — ),
azaz y(Ypy — 1) nem 0 idempotensbe szorozza x-et. Tehdt az n = 2 eset kész.

Most tegyiik fel, hogy n = k — 1-ig igaz az allitds. Ekkor, ha M = @f;ll M; @ My, ahol M,
N-EIO, illetve az indukcids feltevés miatt @i:ll M; szintén N-EIO, most az n = 2 esetet ezekre

alkalmazva készen vagyunk. O
Hasonldéan bizonyithaté a kovetkezo:

17. Lemma. Legyen R gytirtd, I egy véges indexhalmaz M, N R-modulusok, valamint N = @, ; N;.
Ekkor M N-EIO pontosan akkor, ha M N;-EI10O Yi € I esetén.

Végil a fenti két lemmébdl azonnal kovetkezik az alabbi tétel:

18. Tétel. Legyen R gyiird, I,J két véges indexhalmaz, M, N R-modulusok, hogy M = €@
N =@,c; Nj. Ekkor M N-EIO pontosan akkor, ha M; N;-EI10 V(i, j) € (I, J) pdrra.

iel Mi:
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