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1. Bevezetés

Legyen S egy félcsoport K S pedig a K test feletti félcsoportalgebra. Természetes
kérdés, hogy K .S automorfizmusai milyen kapcsolatban allnak .S félcsoportauto-
morfizmusaival: pontosabban, egy ¥ € Aut(K.S) algebrai automorfizmus mikor
és hogyan indukal ¢ € Aut(S) félcsoportautomorfizmust.

Ez a kérdés csoportalgebrak esetén klasszikus és mélyen vizsgalt teriilet.
Az egyik leghiresebb eredmény Higman nevéhez fiiz6dik: ha G véges Abel-
csoport, akkor Aut(KG) lényegében Aut(G)-bdl és az algebra egységeinek cso-
portjabol épiil fel. Altalanosabb csoportokra a kérdés joval nehezebb; az an.
izomorfizmus-probléma (két csoportalgebra mikor izomorf mint algebra) és az
automorfizmus-probléma (az algebrai automorfizmusok mikor standard, azaz
csoportelemek permutaciojabol szarmazo alaktak) a mai napig aktiv kutatasi
tertilet.

Félcsoportok esetén a kérdés kevésbé kidolgozott. Els6 1épésként érdemes
egy konkrét, jol kezelhets félcsoportosztalyon megvizsgalni a félecsoportautomor-
fizmusok szerkezetét, miel6tt az ezek feletti algebrak automorfizmusait tanulma-
nyoznank. Erre a célra a Rees-matrix félcsoportok kiilontsen alkalmasak:
egyrészt gazdag strukturaval rendelkeznek (a Rees—Suschkewitsch-tétel szerint
minden teljesen 0-egyszert félcsoport ilyen alakil), masrészt automorfizmusaik
elvben explicit moédon leirhatok.

A Rees-matrix félcsoportok automorfizmusainak altalanos leirasa szerepel
Araujo, Biinau, Mitchell és Neunhoffer [5] cikkében, ahol Munn 1955-6s disszer-
azonban elég bonyolult, igy az ezek feletti félcsoportalgebrak automorfizmusainak
vizsgalata meglehet&sen koriilményessé valna rajtuk keresztiil.

A kovetkezSkben mi egy specialis, de természetes feltétel mellett — nevezetesen
amikor a szendvicsméatrix dsszes eleme a G csoport Z(G) centrumabol keriil ki
— a fenti eredménytdl fiiggetlen tton bizonyitjuk be az automorfizmusok teljes
leirasat.

2. Rees-matrix félcsoportok automorfizmusai

2.1. Alapfogalmak

Legyen G egy csoport, I és A nemiires indexhalmazok, és P = (pxi)xen,ic1 €8y
A x I-es métrix G elemeibél. A Rees-métrix félcsoport M°(I,A, G, P) a

(I xGxA)
halmazon értelmezett, a kovetkezs szorzassal:
(4,9, A) - (4 hy ) = (25 g b ),
P-t - a szorzas definicija miatt - szokis szendvicsmatrixnak nevezni.

Idempotensek. Egy (i,g,\) elem pontosan akkor idempotens, ha

(1,907 = (i,9,\) © gprig = 9 9 = DPys»



tehat az idempotensek pontosan az (i, py:, A) alaki elemek, (i,A) € I x A
parokkal indexelve.

Maximalis részcsoportok. Rogzitett (i, A) € I x A parhoz a
Gi,)\ = {(279?/\) g € G}

részhalmaz részcsoportot alkot (egységeleme (i, pgi, A)), és izomorf G-vel a

Qin:g (i, gy i A

leképezésen keresztiil. Ezek a részcsoportok maximalisak és diszjunktak, és a
félcsoport ezek diszjunkt unidjaként kaphaté meg:

MON{o}= || Gin

(i,A\)eIXA

2.2. Az automorfizmusok jellemzése

1. Allitas. Legyen pri € Z(G) minden i € I, X\ € A-ra. Ekkor M°(I, A, G, P)
Rees-mdtrix félcsoport ® automorfizmusai

(I)(i,g,)\) = (O‘(i)a o(gpA,i)pE(l,\)’a(i)a 5()‘))

alakiak, ahol o € Sym(I), B € Sym(A) permutdcick és 6 € Aut(G), amelyekre
teljestil a

—1 -1 -1 —1
O(Pxi Puj  Pxj i) = PBOY.aG) " PB1)0() " Pa(3).a() PaGam  (H)
kompatibilitdsi feltétel.

Erdemes észrevenni, hogy a fenti (H) feltétel automatikusan teljesiil, ha i = j,
vagy A = pu.

Az automorfizmus hat a maximalis részcsoportokon. Mivel M°\ {0}
diszjunkt unidja a éi, » maximaélis részcsoportoknak, és ® automorfizmus megdérzi
a csoportstruktirat, ezért maximalis részcsoportokat maximalis részcsoportokba
visz: ~ ~

O(Gin) =Gy n
valamely (i’, ') parra. Ez definidl egy f : I x A — I x A permutaciot. Megmutat-
juk, hogy f "fliggetleniil hat" I-n és A-n, azaz f(i, \) = (a(i), S(A)) valamilyen
a € Sym(I) és § € Sym(A) permutaciokra.

Jeloljiik f(i, A) = (f1(i, A), f2(i, A)). Megmutatjuk, hogy f1(i, A) fliggetlen
A-tol és fa(i, \) fiiggetlen i-t6l.

Vegyiik észre, hogy tetszdleges A\, u € A esetén

i=j <= Gix-Gj,CGj,



Mivel ® homomorfizmus, ezt a feltételt megdrzi:

i=7 = G623 Gromw hin € Grew poe < fili, ) = f2(i 1)
minden A, y-ra.

Tehét f1(i,A) = f1(j, n)
Ez azt jelenti, hogy fi(i,\)
Hasonléan, G » - G, C

pontosan akkor, ha ¢ = j, fliggetlenil A\-to6l és u-tol.
fiiggetlen A-tol: jeloljik (i) := f1(i, A).
G; » pontosan akkor, ha A = u, tehat:

A=p <= foi,\) = foa(§, 1)

amibdl fo(i, ) fliggetlen i-t6l: jeldljik B(N) := fa(i, A).
Mivel f bijekcio és f(i, ) = (a(i), B(N)) szeparalhaté alakt, oo € Sym(7) és
B € Sym(A) permutaciok.

® alakja altalanos elemeken. Mivel ¢ lesziikitve éi,/\ — éa(i)ﬁ()\) csoporti-
zomorfizmus, a ¢ leképezéseken keresztiil egy 6; » € Aut(G) automorfizmust
indukal:
-1
bix = Patison © @l , © Pix

Ez a kovetkez6 kommutativ diagramnak felel meg:

©i,\ =~
G ——— G

Gi,xl l‘méi N

G CGa@.B00)

Mivel @Zi(z, g,\) = gpx,i, az Ut a bal fels6 sarokbdl jobbra, majd le, majd balra:

—1
Pa(i),B(N)
—_—

i, . _ P . _
g u> (Zv gpxj, )‘) — (Ck(’é)7 ei,k(g)pg(l)\)ya(i)a ﬁ()‘)) gi,)\(g)v

tehat:
‘I’(i,g, /\) = (a(i)v 91’,/\(9) : ei)\(p)\,i) 'p,(;(lk)@(i)v 6()‘))

A (H) homomorfizmus-feltétel. Irjuk ki ®((i,g, ) (j,h, p)) = ®(i, g, \) -

(I)(.]7 h7 /’L)_t
A bal oldal:

(I)(ia gPXr,j h7 ,u) = (OZ(i), ai,u(g) : Gi,u(p)\,j) ' oi,u(h) : ei,u(pu,i) 'p,(;(lu),a(z’)’ ﬁ(p’))

A jobb oldal:

= (O‘(i)7 01',/\(9) ) oi,A(p)\,i) 'pg(l,\)a(i)v B(/\)) ) (O‘(])v ejw(h) : aj,u(pu,j) 'p[;(lu),a(j)v /B(ﬂ))
= (a(i)7 ei,)\(g) : ei,/\(pA,i) 'pg(l)\),a(i) “PB(N),a(h) aj,u(h) ) ej,u(pu,j) 'pg(lu),a(jy ﬁ(ﬂ))



Mivel py; € Z(QG), ezért 6; x(pr.i) € Z(G) is, tehat a p-s tagok atemelhetsk, és
a két oldal egyenlGségébdl:

0i.x(9) - 05,u(h) - A= 0:,(9) - 0i,u(h) - B, (%)
ahol
A= 00(P) Pt PEOe0)  05u(Ps) * Ph) at):
B =0iu(pxg) * 01u(0ui)  Paguy.aqe)

g = h = e eset: (x)-bol kozvetlenill A = B.
0;.x fliggetlen A\-to6l. (1) visszahelyettesitésével (x) alakja:

0in(g) - 05 (h) - A=0i,(9) - b u(h) - A ()
Legyen h = e, és osszunk jobbrol A-val:
Oin(g) =biulg) VgeG VA p (2)

Tehat 0, 5 fiiggetlen A-tol, jeloljiik 6; := 6; .

0;.» fiiggetlen i-t6l. (2) felhasznéalasaval («x) alakja g = e esetén:
0j.u(h)-A=6;(h)-A.
Osszunk jobbrol A-val:
0;.(h) =0,(h) VheG, Vi,j. (3)
Tehat 0; fiiggetlen i-t6l is, minden i-re. Jeldljiik a kozos értéket 0 := 0; € Aut(G).

A kompatibilitasi feltétel. 0; y = 0 visszahelyettesitésével az A = B egyenlet-
be (1):

a(pA,i) 'pg(lA)@(i) “P(N),a(d) a(pu,j) 'pg(lﬂ)va(j) = a(pA,j) : o(pu,i) 'pg(lﬂ)va(i)-

Atrendezve:
0(pxi) - 0(pyg) - 0(0x) ™" - 0Pii) ™" = PaON.a() PBaG) * PEN ali)  Phin el
azaz:

I} oy epTlipTl) = o N opol epol _ (4)

DX Puj Prj Pui PN ,a@) " PB(w).a(d) " Pa(n),a() " PB(n),a)"
Elégségesség. Megforditva, ha («, 3, 0) kielégiti (4)-et, akkor
(D(Zaga )‘) = (a(l)v e(gp)\,z) 'pg(l)\)’a(i)u ﬁ()‘))

valoban félcsoportautomorfizmus: bijektivitasa nyilvanvalo (o, 3,0 mind bijekci-
0k), a homomorfizmus-tulajdonsag pedig éppen (4)-bdl kovetkezik.



2.3. Példa
Legyen G = Z3 (additivan), I = {1,2}, A = {1, 2,3}, és a szendvicsméatrix:

0 0
P=1|o0 o],
10

azaz p11 = p1,2 = P2,1 = P22 =p32 =08 p31 =1.

Mivel Z3 Abel-csoport, a centrumbeli feltétel automatikusan teljesiil. ElGszor
meghatéarozzuk a lehetséges 6 csoportautomorfizmusokat. Aut(Zs) elemei: az
identitas 6y : x — x, és Oy : x — 2z, tehat |Aut(Z3)| = 2.

A kompatibilitasi feltételbsl meghatarozzuk, hogy melyik 6 lehetséges. A
feltétel a p3 ;1 =1 értékre:

€ {-1,1}, ha (i,5) # (3,1)
0, ha (4,7) = (3,1)

ebbdl kapjuk (B(3), a(1)) = (3,1) sziikségességét. Tehat 3(3) =3 és (1) =1,
amib6l a = id

A t6bbi py ; = 0 érték nem ad tovabbi megszoritast. Tehét ([(1 2y szabad:
az (1 2) csere megengedett.

Az automorfizmuscsoport tehat:

O(p3 +pij —p3j —pip) = 0(ps,1) — 0(pij) = {

Aut(MO) = ZQ X ZQ,
a négy automorfizmus:

(I)l(imq,)‘) = (iag7>‘)7 @2(7:,‘9,)\) = (i79352(>‘))7
(1)3(i7g’)‘) = (i7_g7>‘)7 ¢)4(7;a97)‘) = (i7_9762(/\))7
ahol 8y = (1 2).
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