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Motivacid

Alap kérdés: Mikor és hogyan indukal egy W € Aut(KS) félcsoportalgebra
automorfizmust egy ¢ € Aut(S) félcsoport automorfizmus?

Csoportalgebra-eset Félcsoportok esete Miért Rees-matrix?

Izomorfizmus probléma: | Kevésbé kidolgozott. @ Rees—Suschkewitsch:
KG = KH-bal altalaban minden teljesen

nem kovetkezik G és H 0O-egyszerii félcsoport
csoportizomorfiaja, pl. n ilyen alakd

elemii Abel csoport

Elsé léepés: konkrét, jol
kezelhetd
félcsoportosztalyon vizsgalni

az automorfizmusokat, o Gazdag struktara

csc/)portalgfe:JraJa.m i komp;ex miel6tt az algebrakra @ Automorfizmusok
szimteét elett 'zmomort tériink. ) elvben explicite
C"-el, am az elemszambdl leirhatok

még nem kovetkezik Abel
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Alapfogalmak — Rees-matrix félcsoport

Legyen G csoport, I, \ nemiires indexhalmazok, P = (p, ;) szendvicsmatrix G elemeibdl.

Definicié: M°(I, A, G, P)

Alaphalmaz: | x G x A A p,; tag ,kozbeékelsdik” g és h
kdzé a szorzasban.

Szorzas:

(’aga/\) : (J7 h?H) — (’7 8 P, h7 H)

e Idempotensek: (i,g,\)? = (i,g,)\) < g= p;,l
e Maximalis részcsoportok: CNJ,-M\ ={(i,g,\) g€ G} =G (izom.
vin: g (1,85 N)
o Diszjunkt felbontas: M\ {0} = |1 e/ Gin
o Feltétel: p,; € Z(G) minden i € I, X € A-ra (centrumbeli matrix)
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Az automorfizmus szerkezete — f szeparalhatésaga

® € Aut(M°) megérzi a maximalis részcsoportokat: (b(é \) = CE,-,, x- Legyen
folxN—1xA f(i,\)=(i"\N).

Allitas: f(i,\) = (a(i), B(N)), ahol a € Sym(/), 8 € Sym(A)

G,",\'GLMQGJ'# < I:_]

® megdrzi ezt a feltételt:

A(i,\)=Hh(,p) < i=j = f figgetlen A\-tél: a(i).

Hasonléan f, fiiggetlen i-tsl: B(\). O

° ¢|Ei,)\ : FGV,~7,\ — éa(,-)’gm csoportizomorfizmus, indukal 6; , € Aut(G).

o Altalanos alak (a ¢ leképezéseken keresztiil):
®(i,g,\) = (Oz(i), 0ix(g Pri) - pg_(l,\)’a(,')a 6()‘))
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A homomorfizmus-feltétel — 6 egységesitése

Irjuk ki ®((i,g,\) - (j, h, ) = D(i, g, A) - ®(j, h, ) és hasonlitsuk Gssze.

A két oldal egyenléségébd!

0i,(8) - 0iu(h) - B = 0ix(g) - 0j,u(h) - A (*)

= h = e: kozvetleniil A= B.
= e, jobbrol A7: 0;,(g) = 6 ,.(g) minden g, \, u-ra = 6, , fiiggetlen \-tol: 0;.
e, jobbrol A7: 6; ,(h) = 6;(h) minden h,i,j-re = 0; fiiggetlen i-tél:

Kovetkezmény

(g, A) = (i), g pri) - Pidyay BO)
ahol 6§ € Aut(G) egyetlen, o € Sym(/) és 5 € Sym(A).
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Kompatibilitasi feltétel (H)

Az A = B egyenletbe 0 = 0; 5 visszahelyettesitve:

(H) Kompatibilitasi feltétel

-1 -1 -1 -1
H(PAJ " Puj t Py 'P#,i) = Ps(n),ali) * PB(w).al) " Pan),aly) * Pa(u).ali) (H)

o Megjegyzés: (H) automatikusan teljesiil, ha i = j vagy A\ = p.
o Elégségesség: ha («, 3,0) kielégiti (H)-t, akkor

q)(i?ga >‘) = (Oé(l), 9(g ' pA,i) ' p[;(l)\),oz(i)’ 6()\))

valéban automorfizmus.
e Bijektivitas: a, 3,60 mind bijekciok = ® bijektiv.
e Homomorfizmus: pontosan (H)-bél kdvetkezik.
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Fotéetel — Az automorfizmusok teljes leirasa

Legyen py; € Z(G) minden i € [, \ € A-ra.
Ekkor M°(I, A\, G, P) automorfizmusai pontosan a kdvetkezé alaki bijekciok:

¢(I7g7)\) = (O[(I), e(g'PA,i) ’ pﬁ_(l)\)ya(,')v /8()\)>7

ahol a € Sym(/), 8 € Sym(A), 60 € Aut(G), amelyekre teljesiil a (H) kompatibilitasi feltétel.

V.

Bizonyitas menete:

@ & permutalja a maximélis részcsoportokat: f(i, A) = (a(i), B())
@ Minden G, — Ga( .80 lesziikités 6\ € Aut(G)-t indukal

(s ] Homomorfizmus-feltételbsl: Oir=10 (globallsan egységes)

©Q A = B egyenletbdl: (H) kompatibilitasi feltétel < elégséges
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Pelda — G = Zs, | = {1,2}, A = {1,2,3}

Z3 Abel-csoport = centrumbeli feltétel automatikusan teljesiil.

Lehetséges 6 és permutaciok
(0 O) Aut(Z3) = {01 : x = x, 05 : x — 2x}, | Aut(Z3)| = 2
P =

Szendvicsmatrix

(1) 8 (H) feltétel p31 =1-re: f(3) =3 ésa(l)=1 = a=id
B{1,2) szabad: az (1 2) csere megengedett. Legyen

P31 = 1, tobbi = 0 52 = (]_ 2) € Sym({17273})

¢1(i7ga)‘):(i’g7)‘)7 ¢2(’7g7/\):(17g752(/\))7
<b3(i,g,)\) = (ia -8, >‘)7 ¢4(iag7 )‘) - (iv _gaﬁ2()‘))'
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Osszefoglalas

Struktdra MO(I, N, G,P) =] EM; idempotens: (i,p;},)\); 5,-7,\ =~ G
FGeredmény pri € Z(G) esetén: ® = («, 3,6) harmas, ahol o € Sym(/),

B € Sym(A), 0 € Aut(G)

(H) feltétel Q(PA,iPu,jP;,}P,:}) = Pﬂ(ALa(i)Pﬁ(u),a(j)Pﬁ_(lx),a(j)Pﬁ_(h),a(f)

Példa G = 73, 3 x 2-es P: Aut(M°) = Z, x Z, (négy explicit
automorfizmus)
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