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Q-terek

Definition
Egy topologikus teret Q-térnek neveziink, ha minden részhalmaza
Gs-halmaz.
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@ Konnyi latni, hogy CH mellett nincsenek Q-halmazok. Tovabba
ismert, hogy MA mellett minden, 2“-nal kisebb szdmossagu
részhalmaza a valds szamoknak Q-halmaz.
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Gs-halmaz.

o Eredetileg a Q-tereket a valds szamegyenes nem megszamlalhatd
részhalmazaiként vizsgaltak. Az ilyen részhalmazokat Q-halmazoknak
nevezziik.

@ Konnyi latni, hogy CH mellett nincsenek Q-halmazok. Tovabba
ismert, hogy MA mellett minden, 2“-nal kisebb szdmossagu
részhalmaza a valds szamoknak Q-halmaz.

o Kés6bb Balogh Zoltan konstrulat egy absztrakt Q-teret ZFC-ben.
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N
A-terek

Definition
Egy topologikus teret A-térnek neveziink, ha minden olyan {D, : n € w}
csokkend részhalmazsorozathoz amelynek metszete iires, |étezik nyilt
részhalmazoknak egy csokkend {U, : n € w} sorozata lgy, hogy minden
new-re U, DD, és

() Un=0.

new
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@& Minden Q-tér egyben A-tér is.
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N
A-terek

Definition

Egy topologikus teret A-térnek neveziink, ha minden olyan {D, : n € w}
csokkend részhalmazsorozathoz amelynek metszete iires, |étezik nyilt
részhalmazoknak egy csokkend {U, : n € w} sorozata lgy, hogy minden

new-re U, DD, és
() Un=0.

new

@& Minden Q-tér egyben A-tér is.
e Ha X egy nem-o-diszkrét T; Q-tér, akkor az ugynevezett
Alexandroff-duplikdltja, egy A-tér, de nem Q-tér.
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Baire A-terek és egy mértékelméleti probléma

o A kovetkezd probléma [1] és [2] cikkekben szerepelt: Létezik-e izoldlt
pont nélkiili (zsufi) Baire A-tér?
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pont nélkiili (zsufi) Baire A-tér?

Tétel (Juhdsz, van Mill, Soukup és Szentmikléssy 25’ [3])

Ha létezik zsufi Baire T1 A-tér, akkor van egy belsé modell, amely
tartalmaz egy mérheté szamossagot.
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Ha létezik zsufi Baire T1 A-tér, akkor van egy belsé modell, amely
tartalmaz egy mérheté szamossagot.

@ [2]-ben a szerz6k a fenti probléma mértékelméleti analdgidjat
kérdezik: Igaz-e, hogy ha X-en létezik szigortian pozitiv, o-additiv,
pontokon eltiin6 mérték, akkor X nem A-tér?
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@ Szigortian pozitiv: minden nemdtires nyilt halmaz pozitiv mértékii.
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Ha létezik zsufi Baire T1 A-tér, akkor van egy belsé modell, amely
tartalmaz egy mérheté szamossagot.

@ [2]-ben a szerz6k a fenti probléma mértékelméleti analdgidjat
kérdezik: Igaz-e, hogy ha X-en létezik szigortian pozitiv, o-additiv,
pontokon eltiin6 mérték, akkor X nem A-tér?

@ Szigortian pozitiv: minden nemdtires nyilt halmaz pozitiv mértékii.

@ Ha megengedjiik a végtelen mértékii halmazokat, akkor vannak
ellenpélddk (s6t Q-tér példa is), ezért a probléméat valdszindiségi
mértékekre megfogalmazva vizsgaltuk.
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A f6 eredmény

Tétel (I., Székely '26)

"oz

A kovetkezo allitasok ekvikonzisztensek:
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A f6 eredmény

Tétel (I., Székely '26)

A kovetkezd allitdsok ekvikonzisztensek:
(1) Létezik mérhetd szamossag;

(2) Létezik zsufi Baire T1 A-tér;
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A f6 eredmény

Tétel (I., Székely '26)

A kovetkezo éllitdsok ekvikonzisztensek:
(1) Létezik mérhetd szamossag;

(2) Létezik zsufi Baire Ty A-tér;

(3) Létezik zsufi Baire T4 Q-tér;
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A f6 eredmény

Tétel (I., Székely '26)

A kovetkezo éllitdsok ekvikonzisztensek:
(1) Létezik mérhetd szamossag;

(2) Létezik zsufi Baire Ty A-tér;

(3) Létezik zsufi Baire T4 Q-tér;
(4)

4) Létezik olyan T; A-tér, amelyen van szigortian pozitiv, pontokon

eltlinG valdszinliségi mérték;
(5) Létezik olyan T3 Q-tér, amelyen van szigortan pozitiv, pontokon
eltliné valdszinliségi mérték.

@ A tétel bizonyitasanak vazlata a kovetkezé. A Con(2) = Con(1)
implikaciét [3, Corollary 3.2] bizonyitotta. Tovabbd a (3) = (2) és
(5) = (4) implikdcidk trividlisak.
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A bizonyitds vazlata .

(1) Létezik mérhetd szdmossag;

(3) Létezik siirii Baire T4 Q-tér;

(5) Létezik olyan T3 Q-tér, amelyen van szigordan pozitiv, pontokon
eltlinG valdszinliségi mérték.

e A Con(1) = Con(3) iranyhoz feltessziik, hogy x mérheté
szamossag, és hozzd adunk a V alapmodellhez x darab Cohen valédst.
Ekkor V[G]-ben, egy k-n vett precipitous ideal segitségével
defininialhaté egy zsufi Baire T, Q-tér.

Ivanyos Janos Baldzs New results about Q and A-spaces 2026. junius 3. 6/9



A bizonyitds vazlata .

(1) Létezik mérhetd szdmossag;

(3) Létezik siirii Baire T4 Q-tér;

(5) Létezik olyan T3 Q-tér, amelyen van szigordan pozitiv, pontokon
eltlinG valdszinliségi mérték.

e A Con(1) = Con(3) iranyhoz feltessziik, hogy x mérheté
szamossag, és hozzd adunk a V alapmodellhez k darab Cohen valést.
Ekkor V[G]-ben, egy k-n vett precipitous ideal segitségével
defininialhaté egy zsufi Baire T, Q-tér.

@ A Con(l) = Con(5) irdnyhoz hasonléan jarunk el, azzal a
kiilonbséggel, hogy most x darab random valésat adunk hozz3.
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A bizonyitds vazlata Il.

(1) Létezik mérhetd szdmossag;
(4) Létezik olyan T1 A-tér, amelyen van szigorian pozitiv, pontokon
eltling valdsziniiségi mérték.

o Végiil a Con(4) = Con(1) iranyhoz a kévetkezd mértékelméleti
tételt bizonyitjuk, amely onmagaban is érdekes, és amelybdl az
implikacié konnyen kovetkezik.
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A bizonyitds vazlata Il.

(1) Létezik mérhetd szdmossag;
(4) Létezik olyan T1 A-tér, amelyen van szigorian pozitiv, pontokon
eltling valdsziniiségi mérték.

o Végiil a Con(4) = Con(1) iranyhoz a kévetkezd mértékelméleti
tételt bizonyitjuk, amely onmagaban is érdekes, és amelybdl az
implikacié konnyen kovetkezik.

Tétel (I., Székely '26)

Tegylik fel, hogy nincs valds értékiien mérhetd szamossag, és legyen p egy
o-véges (nem azonosan nulla) mérték az X téren, amely eltiinik a
pontokon. Ekkor |éteznek végtelen sok, paronként diszjunkt részhalmazai
X-nek, amelyek teljes kiilsé6 mértékiiek.
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