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Bevezeto

Az egyik legegyszer(ibb nem-trivialis polinomialis egyenlet
megoldashalmazaval foglalkozunk. Legyen f € C[x, y]:

V(f) ={(x.y) € A* [ f(x,y) = o}

Homogenizalassal, egy algebrai gorbét a projektiv sikban globalisan
vizsgalhatunk. Az f-hez tartozo projektiv algebrai sik gorbe:

C:={(x,y,z) € CP*| F(x,y,z) = 0}

Gorbéket tanulmanyozva felmeriilnek geometriai kérdések, melyeket az
algebra segit megvalaszolni.

Algebrai gorbék
Oldal 1/7



Lokalis tulajdonsagok

Definicio

Legyen f, g € C[x,y] kozos irreducilbilis komponens nelkul. Ekkor az O
pontban f és g metszetmultiplicitasa: io(f,g) = dimc C([][’fé’;”.

Definicio

Legyen P € C.

* Legyen TpC az érint6 P-ben. P inflexios pont, ha ip(TpC, C) > 3.
* Psima pontosan akkor, ha (££(P), Z(P)) # (0,0). Kiilénben P

szingularis.

 £(P) "L fo + Fi(P) + fu(P) + . ... Az m egész szamot az f

multiplicitasanak nevezziik P-ben, ha teljesll, hogy fn(P) # 0 és
fi(p) = 0, minden i < m.
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Bezout-tetel

Tétel
Legyen F, G két homogén polinom, melyek nullahalmaza C, D sikgorbék
kozos komponens nélkiil. Legyen ¢ := deg(C), d := deg(D). Ekkor

Z IP(F,G):Cd
PeCnD
Kovetkezmények

1. Ha C és D c - d kiilonb6zd pontban metszik egymast, akkor ezek a
pontok simak mindkét gorbén, valamint a metszések transzverzalisak.

2. Ha C és D tobb mint ¢ - d pontban metszi egymast, akkor a két
gorbének van kozos komponense.
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Bézout-tétel néhany alkalmazasa

Minden konikus, azaz masodrend(i komplex projektiv gorbe
topologiailag megegyezik a Riemann-gombbel.

Elsé hasadasi tétel: C,D n-ed rendi projektiv gorbék k6zos
komponens nélkil. CND = {P,,...,Pp:}. Ha létezik egy E projektiv
irreducibilis n > e-ed rendli gorbe, U.h. P,, ..., P.., € E, akkor létezik
egy (n-e)-ed rendli F projektiv gorbe, G.h. Pe.pq,...,Pp € F.
Pappus-tétel: L., L, egyenesek, P,,P,,P; € L, €s Q,,Q,,Q; € L, a két
egyenes metszéspontjain kiviil esnek. Lj P;-t és Q;-ét 6sszekotd
egyenesek, valamint R, = L; N L;. EKkor Ry, R,, R; kollinearisak.

Pascal-tétel: Legyen C egy konikus, irreducibilis gérbe. Valasztunk
rajta hat kiilonboz6 pontot, melyek egy hatszog csicsait adjak. A
hatszog szembenfekvd éleinek metszéspontjai kollinearisak.
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Csoportstruktira harmadrendd sima
gorbéken

Legyen O € C rogzitett. A csoportmliveletet: ¢: C x C — C. Jeloljiik Las-val
az A és B pontokon athalado egyenest. Ha A = B, akkor Lag = T4C. Ez az
egyenes a gorbét egy harmadik pontban metszi, amelyet P-vel jeloliink.
Az Lop €s a gorbe harmadik metszéspontja lesz az A @ B.

Legyen K € C a kovetkezéképpen megadva: To,C N C = {0, 0,K}.

* Ha D egy d-ed rend(i gorbe é&s CN D = {P,, ..., P4}, akkor
e P;= K4,

* Ha O inflexios pont, akkor K = O.
e Ha O inflexios pont, | € C infelxios, pontosan akkor ha [#3 = O.

Az inflexios pontok halmaza részcsoportot alkot (C, O, ®)-ben, és
izomorf Z, x Z,-mal.
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Divizorok
* Div(C) =Z{P)pec ={ >. niP;| n;eZP;eC}

véges 0sszeg
* Egy divizor foka >_ n;. A deg: Div(C) — Z sziirjektiv homomorfizmus
és magja: Div°(C) = {D € DivC | deg(D) = o}.
e Egy divizor principalis, ha egy nem nulla racionalis fiiggvény divizora.
Prin(C) = {div(f) | f nem nulla és racionalis}, ahol div
csoporthomomorfizmus (K*(C), -) s (Div(C), +) kozott.

e ADivCl(C) := ,5;}2((%)) faktorcsoportot C divizor osztalycsoportjanak
nevezzuk.
* deg : DivCl(C) — Z magja: DivClo(C) = 2¥°()

Prin(C) *
e Ha C harmadrend( sima gorbe, O € C rogzitett, akkor
(DivCl°(C), +) = (C, 0, ®).
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Nyilatkozat a mesterséges intelligencia
eszkozok hasznalatarol

Az EOtvos Lorand Tudomanyegyetemen az oktatasban alkalmazott
mesterséges intelligencia hasznalatarol szol6 4/2025. (X. 28.) szami
rektori utasitasnak értelmében elismerem, hogy a jelen projekt soran
mesterséges intelligenciat
e a szoveg szerkesztésére, helyesirasi és nyelvtani hibainak javitasara,
valamint
* a prezentacio stilusanak és elrendezésének testreszabasaban vettem
igénybe.
Minden eredményt ellendriztem, és a végleges valtozat tovabbra is az én
sajat munkam eredménye.
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