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1. Bevezetés

Az Onallo projektmunka targy keretein beliil ebben a félévban a kiegyensulyozott szubmodula-
ris folyamok keresésével és teljes parositasok, valamint T-kotések pakolasaval foglalkoztam.A félév
els6 felében megismertem Barahona optimalis tort T-kotés pakolasra vonatkozo algoritmusat, va-
lamint igyekeztem atalakitani az algoritmus teljes parositas pakolasara. A félév masodik felében a
kiegyensulyozott szubmodularis folyamok probléméjaval foglalkoztam, valamint a kiegyensilyzott
folyamokhoz hasonlo problémékkal. (Példaul ha a kiegyenstlyozast csak bizonyos élekre szeretnénk

megkovetelni vagy példaul ha az optimumot a maximum norma szerint keressiik.)

2. Kiegyensilyozott szubmodularis folyam

Adott egy G = (V, E) irdnyitott graf, valamint minden X C V csticshalmazra egy b(X) teljesen
szubmodularis korlatozo fiiggvény. Egy folyam a grafban szubmodularis, ha minden X C V-re
teljesiil, hogy a halmazba belépé és kilép6 éleken az sszfolyamértékek kiilonbsége legfeljebb b(.X).
Keressiink olyan szubmudolaris folyamot a grafban, amire a maximalis és minimélis folyamérték
kiilénbsége minimaélis.

Vagyis a feladat a kovetkezs:

min(max{z.} — min{z.})
er— ergb(X) VX CV
eep(X) e€d(X)

x>0

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: y = ming{z.}, 2 = maxg{z.}, § = z — y. Ekkor az
éleket tekinthetjiik agy, mintha alapbdl folyna rajta egy y értéki aram. Ez definial egy 4j b'(X) =
b(X) — p(X)y + §(X)y igényt minden csticshalmazra.

b’ (X) is teljesen szubmodularis:

VX, Y CV:

V(X) +6(Y) = b(X) — p(X)y +6(X)y +b(Y) = p(Y )y +6(Y)y =
=bX)+bY)—p(XUY)y—p(XNY)y+d(XUY)y+5(XNY)y >
>HXUY)+b(XNY)y—p(XUY)y+6(XUY)y—p(XNY)y+6(XNY)y =

=V(XUY)+bV(XNY)



A feladat kovetkezSképpen fogalmazhato at:

max —
Yoome— Y m <V(X) VXV
e€p(X) e€d(X)
z <0
z >0

Nézziik ennek a feladatnak a dualisat:

min Z yzb' (Z

zZcv
>oyz— > yz+ve >0 Vee E
e€p(2) e€d(Z)
Z_ye Z -1
ecE
Ye, Yz >0 YVee E,ZCV

Ennek a feladatnak az y = 0 megengedett megoldéasa, ezért az optimum biztosan nem pozitiv.

A dualis feladat optimalis megoldasai megegyeznek a kovetkezd feladat optimalis megoldasaival:

vV(Z
minZchyZ (Z)
ZeEEyE
Z Yz — Z Yz Vec E

e€d(Z) e€p(Z)
Dy >0
ecE
Ye, Yz >0 YVee E,ZCV

Legyen a dualis feladat egy optimalis megoldasa y*, készitsiink ebbdl az atalakitott feladatnak

egy megengedett megoldasat, aminek a célfiiggvényértéke megegyezik a duélis feladat optimumaval.
Ha y*-ban ) .5 y: = 0, akkor egy tetszdleges e élén y értékét 1-vel megndvelve egy ugyanolyan
értékd, megengedett megoldast kapunk. Ez az atalakitott y* az atalakitott dualis feladatnak is
megoldasa.
Ha y*-ban 0 < > _pys < 1, akkor az y* vektort elosztva ) ., yi-vel szintén megengedett
megoldast kapunk, aminek az értéke < az eredeti y* értékénél. Mivel y* optimalis volt, igy e két
megoldas értékének meg kell egyeznie. Tehat kapunk egy ugyanolyan értéki megoldast, ami mar
az atalakitott feladatnak is ugyanolyan értékd megoldéasa. (Mivel ekkor > . py. = 1.)

Legyen az atalakitott feladat egy optimalis megoldésa y’, készitsiink ebb6l az dualis feladatnak
egy megengedett megoldasat, aminek a célfliiggvényértéke megegyezik az atalakitott feladat opti-
mumaval.

Ekkor az 3’ vektort megszorozva 5= L m -vel a dudlis és az atalakitott faladatnak is egy megenge-
ecE Je

dett megoldasat kapjuk, amiknek az optimum értéke megegyezik.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a dualis feladatban az optimalis megoldasban feltehetjiik, hogy
DoecpYe =0vagy > cpyr =1 HaO < ) _pyl <1, akkor a ) _pyi-vel elosztva egy nem
rosszabb megoldashoz jutunk, amiben mar ) vys = 1.

Ha )  cpyl = 0és y*b < 0, akkor a dualis feladat nem korlatos. Ekkor ugyanis ki tudunk

valasztani néhany csicshalmazt a grafbdl, hogy az Osszsilyuk negativ és Ve € E-re y = 0. Ezt



a megoldést egy tetszGleges ¢ > 0 szdmmal szorozva tovabbra is megengedett megoldast kapunk,
aminek a célfiiggvényértéke is c-szerese. Igy tetszdleges kicsi célfiiggvényértékd dual megengedett
megoldast tudunk késziteni.

Ekkor nincs primal megoldas, azaz nincs szubmodularis folyam a grafban o'-re. Nézziik a dualisban
elébb emlitett halmazok uniéjat. Ebbél az unidbol nem l1éphet ki él, kiilonben arra az élre az vy > 0,
ami nem lehet ) .yl = 0 feltétel miatt.

Ha . .pys = 0ésy*b =0, akkor nincs olyan Z C V, amire b'(Z) < 0, kiilénben &t kivalasztva
kapnank egy negativ értékid megoldast. Tehat ekkor b(Z) > 0VZ C V, vagyis az . = 0,0 = 0
megengedett és optimélis megoldéasa a primal feladatnak.

Vizsgaljuk most az atalakitott dual feladatot, aminek az optimalis megoldasai megfelelnek a
duéal feladat optimalis megoldasainak. Ez a feladat a kovetkezSképpen fogalmazhato at: a graf
csticsainak kivalasztunk néhany részhalmazat. A Z részhalmazt yy sillyal valasztjuk. Ekkor

minden e € E élre szamoljuk ki az ye = (3 c52) Y2 — Leep2) yz)T, ahol (z)T jeldli az x pozitiv

részét. Ha ekkor ) . py. = 0, akkor az el6bbiek miatt aef)rimél feladat vagy nem oldhaté meg
vagy van trivialis megoldasa.

Tegyiik fel, hogy a primal feladatnak van nem trivialis megoldésa, azaz 37 C V : ¥/ (Z) <
0ésVZ CV :V(Z) > 0 vagy 6(Z') > 0. Ekkor olyan halmazrendszert keresiink, amire
min Zzﬁyjb;(z) minimalis.

Nézziik a kivalasztott halmazrendszert:

Ha van kozottiikk X, Y metsz6 halmazok, amikre yx,yy > 0, akkor b’ teljesen szubmodularitdsabol
kovetkezik, hogy kikeresztezhetjiik Gket:

V(X)+ ()20 (XUY)+V(XNY)ésd(X)+0(Y)>6(XNY)+6(XUY)

Tehat yxuy,yxny stlyait noveljik meg min{yx, yy }-vel, yx, yy stlyait pedig csokkentsiik ugyan-
ennyivel. Ez ugyanugy megengedett megoldas marad és célfiiggvény értéke nem nétt.

Tehat feltehetjiik, hogy a kivalasztott halmazrendszer laminaris. (A Z halmazt akkor nevezziink
kivalasztottnak, ha yz > 0.)

Ha van a kivalasztott halmazok kozott két X, Y diszjunkt halmaz, akkor 6ket helyettesithetjiik

az unidjukkal:

V(X)+b0(Y) >0 (XNY)+v(0)

b'(@) > 0, kiilonben 6t tetsz6legesen sokszor bevéve a halmazrendszerbe egy tetszdlegesen kicsi
megoldasat kapjuk a dualisnak.(Ekkor a dudlis nem korlatos.)

Tehat yxuy,yxny stlyait noveljiik meg min{yx, yy }-vel, yx, yy stlyait pedig csokkentsiik ugyan-
ennyivel. Ez ugyanugy megengedett megoldas marad és célfiiggvény értéke nem nétt. Tehéat
feltehetjiik, hogy a halmazrendszer olyan halmazokokbol all, hogy barmely ketts koziil az egyik
tartalmazza a masikat.

Ekkor Ve € E-re y. = azon halmazok szamaval, amibél kilép az e él, mivel a halmazrendszer
"egymast tartalmazo" halmazokbol all. Ekkor nincs olyan él, ami az egyik kivalasztott halmazbol
kilép, egy masikba pedig belép. Azaz ) pye = > 4z 0(2).

Legyen X,Y két kivalasztott halmaz, Y C X és a kovetkezGt szeretnénk belatni:

b(X)yx +b(Y)yy < b(X)yx
S(X)yx +0(Y)yy — d(X)yx

Vagy
b(X)yx +b(V)yy  b(Y)yy

§(X)yx +0(Y)yy — 6(Y)yy

Tegyiik fel indirekt, hogy ez nem teljesiil, azaz gggziigggzz < gggfﬁ; és gg;ziigggzz >
b(Y)yy
S(Y)yy ”



Atszorozva kapjuk: b(Y)yyd(X)yx < b(X)yxd(Y)yy és b(Y)yyd(X)yx > b(X)yxs(Y)yy.
Ez ellentmondas, ezért a fenti 2 lehetGség koziil valamelyik teljesiil.
Ezutan vegyiik a Z halmazrendszer egy Z; elemét. A fentiek alapjan a kovetkezs ketts koziil

valamelyik teljesiil:
>zezb(Z)yz S U(Z1)yz,

Yozez0(2)yz — 8(Z1)yz,

ZZeZ b(Z)yZ > Ezez,z;&zl b(Z)yZ
>z2ez0(Z)yz — EZGZ,Z;éZl §(Z)yz

Igy a Z halmazrendszert helyettesithetjiik egy kisebb elemszamu halmazrendszerrel, aminek

vagy

a célfiiggvényértéke nem nagyobb. FEzt ismételjiik addig, amig 1 elemi halmazrendszerhez nem

jutunk.

Tehat a halmazrendszert helyettesithetjiik egy halmazaval, példaul a minimalis atlaga halmaza-

/

val. Legyen Z’, ahol a ming¢ = % minimumot felveszi. Ekkor a halmazrendszer helyett vehetjiik
a Z' halmazt az yz stllyal. Ezzel egy szintén megengedett megoldast kaptunk és a célfiiggvény

érték nem nétt.
Egy halmaz esetén méar az yz sily értéke nem valtoztatja meg a célfliggvényértéket, mert % ((ZZ))yyZZ =
%. Tehat ezutan feltehetjiik, hogy az optimalis dualis megoldasban a halmazrendszer 1 db hal-

mazt tartalmaz, amire yz = 1.

3. Minimalis atlagt vagas keresés szubmodularis fiiggvények-
kel

Az el6z6ek miatt feltehetjiik, hogy a keresett halmazrendszer egyetlen halmazbdl 4ll. Tehat ekkor
a dualis feladatban olyan Z C V halmazt keresilink, amire a % érték minimélis. Tehat egy
minimalis atlaga vagas kerestink.

Elgszor legyen Ay = 0,b1(Z) = b/(Z) és minimalizaljuk a b; teljesen szubmodularis fiiggvényt.
Jeloljiik a minimalis halmazt Z;-val.

Az i-dik iteracioban legyen \; = 52 és b,(2) = V' (Z) — \id(2).

b; teljesen szubmodularis:

bi(X)+0:(Y)=0(X) = XNd(X)+V (V)= Xd(Y) >V (XNY)+V(XUY) = N(6(X)+d(Y))
>V (XNY)+V (XUY)=N(0(XNY)+5(XUY)) =0 (XNY)=X\0(XNY)+b (XUY) =\ (XUY)
=b,(XNY)+b(XUY)

Ez valoban teljestil, mivel A; <0és (X NY)+ (X UY) <H(X)+d(Y).

Az iteraciokat addig ismételjiik, amig az minimalis halmaz stulya > 0 lesz. Az ebben az itera-
ciéban hasznalt A = \;-re teljesiil, hogy VZ C V-re:
575 > A, mivel b;(2) = V/(Z) = \6(Z) > 0
Ekkor A az optimum értéke a dual feladatnak. (Az utolso iteracioban talalt Z; pedig az optimaélis
halmaz.)

Ha valamelyik iteracioban, olyan Z; halmazt talalunk, amire §(Z;) = 0, akkor megallunk. Ekkor
a primél feladatnak nincs megoldasa, mivel b'(Z;) < 0, kiilonben megalltunk volna.

Legfeljebb élszamnyi iteracié utan biztosan megallunk, mert §(Z;11) < §(Z;). A, Z; valasztéasa
és \j_1 > \; miatt: b(ZZ) — )\l‘,l(S(ZZ-) < b(ZZ+1) — )\i,lé(ZiH)



Tegyuk fel indirekt, hOgyZ 5(ZZ) S 5(Zz+1) — 7()\1 — )\1_0_1)5(22) S 7()\1 — >\i+1)5(Zi+l)
b(Zi) = Xi—16(Zi) — (Ni = Xit1)0(Zi) < b(Zit1) — Ni—16(Ziv1) — (i — Aiv1)6(Zig1)
b(Zi) = XNid(Zi) < b(Ziv1) — Nid(Ziy1)

De ez nem lehet, mert Z;,1 valasztdsa miatt: b(Z;) — X\;0(Z;) > b(Zix1) — Aid(Zix1)

Az iteraciok alatt a A értékét mindig csokkentjiik, és ha legalabb 2 iteracio elindul, akkor minden
megtalalt Z;-re teljesiil, hogy b'(Z;) < 0. Ha ez els6 iteracioban megtalalt minimalis halmaz stlya
pozitiv, akkor a primal feladatnak a trivialis megoldas jo megoldasa. (Trivialis megoldas az z. = 0.)

Ha van a grafban olyan Z halmaz, amire b'(Z) < 0,6(Z) = 0, akkor azt az iteraciok alatt
megtalaljuk. A §(Z’) > 0 tulajdonsagi halmazok értékét minden iteracioban noveljiik, igy egy id6
utan csak a §(Z) = 0 tulajdonsagt halmazok maradhatnak negativak.

Innentdl ugyantugy hasznalhatjuk a Newton-kozelitést, mint a kiegyensilyozott folyamot keresé
algoritmusban. A Newton-kozelités 1épésszamara vonatkozo becslést ebben az esetben is teljesiilni
fog.

4. Kiegyenstlyozott szubmodularis folyam metszén szubmo-

dularis fiiggvénnyel

Az elgbbi feladat elmondhato ugy is, ha a b(Z) halmazfiiggvény metszén szubmodularis. Ekkor
a feladat dualisa az el6bbiekhez megegyez&en atalakithatd egy halmazrendszer keresésére, amire
in Y acvyzt (2)

ZEEE Ye
Vizsgaljuk most metszén szubmoduléris fiiggvényre az atalakitott dudl feladatot. Ha van két

m minimélis.

X, Y kivalasztott metsz8 halmaz, akkor yxyuy, yxny stlyait noveljik meg min{yx, yy }-vel, yx, yy
salyait pedig csOkkentsiik ugyanennyivel. Ez ugyanigy megengedett megoldas marad és célfiigg-
vény értéke nem nétt.

Tehat ekkor a kivalasztott halmazrendszer laminéris, jeloljok Z-vel. Ebben a halmazrendszer-
ben egy halmazt nevezziink legb&vebbnek, ha 6t nem tartalmazza méasik halmaz a halmazrendszer-
bél. A kovetkezSképpen alakitsuk &t ezt a halmazrendszert:

Az atalakitas egy lépése:

Ha a halmazrendszernek tébb legbGévebb halmaza is van:

Vegyiik a halmazrendszer legb&vebb halmazait, legyenek ezek 71, Zs, .., Z; és jeldlje ezek unidjat
Z; éslegyen V' (Z1) = >
kentsiik le minj—; 2 ;yz;-vel, a 7} halmazt bevessziik a halmazrendszerbe min;—1 2. ; Yz, sillyal.
Ekkor a ), > b"(Z) nem véltozott, ahol b”(Z) = b'(Z) a halmazrendszer eredeti halmazaira. A
Y ec i Ye Osszeg az 1j halmazrendszerre nem nétt. (Bizonyos élek ugyanolyan sillyal, bizonyos élek

j=12.:V(Z;). A halmazrendszerben a Zy, Zs, ...Z; halmazok stlyat csok-

kisebb stllyal szerepelnek az 6sszegben.) Erre az Gj Z’ halmazrendszerre az atalakitott dual feladat
Zzez b (2)yz > Zzgz’ v'(Z)yy
ZCEE Ye - z:eEE y,Q

célfiiggvényértéke nem nagyobb, azaz
Ezutan a Z] halmazt jeloljiikk meg.

Ha a halmazrendszernek csak egy legh&vebb halmaza van, akkor azt megjeloljiik. A halmazrend-
szer atalakitasa folyaman ugy tekintiink ra, mintha kitoroltiik volna, de a végén "visszatessziik" a
halmazrendszerbe.

Ezutan a jelolt halmazokat figyelmen kiviil hagyva, folytassuk az atalakitast ugyanezt a lépést
ismételve, amig nem valik minden halmaz jel6ltté.

Ezzel a halmazrendszerben 1év6 diszjunkt halmazparok szama csokkent, mert legalabb egy

halmazt Z1, Zs, .., Z; koziil kitoroltiink és helyette az unidjukat vettiik be, ami semelyik kivalasztott



halmazzal sem lehet metsz6. Minden jel6lté valt halmaz tartalmazza az 6sszes akkor még nem jelolt
halmazt. Tehat egy jeloltté valt halmaz korabban megjeltltekkel se lesz diszjunkt.

Ez az atalakitas legfeljebb (| Z]+#(diszjunkt halmazparok szama)) lépésben véget ér. A végén
kapott Z* halmazrendszerre teljesiil, hogy:

Zzez V(Z)yz > Zzez* V'(2)yy _ Ezez* V'(2)yy
Deer Ye h decr Ve Yzez-0(2)yy

Az igy elkészitett halmazrendszer olyan, hogy barmely két halmaza koziil az egyik tartalmazza

a masikat. Tehat éppen olyan, mint a teljesen szubmodularis esetben latott "egymast tartalmazo"
halmazrendszer. A b” halmazfiiggvény ezekre a halmazokra teljesen szubmoduléris, mivel barmely
Y C X-ra trividlisan teljestil a 0"/ (X) +b0"(Y) > 0" (X NY) + " (X UY) =b"(X) +b"(Y)

A teljesen szubmoduléris esethez hasonlé modon kivalaszthatunk Z*-bél egy Z* halmazt, amire:

Zzez* V'(2)y7 > v'(Z7)
Yozez-0(2)yy — o(Z2%)

Itt az y,.-t valaszthatjuk 1-nek, mivel a hanyadosban kiesik a 7. értéke.

Z* az eredeti Z halmazrendszer néhany diszjunkt elemének uniéja. Legyen Z* = Z7 UZ5 U..UZ}.
b definiciojabol kovetkezik, hogy:

Yo zezb(2)yz S b"'(Z*) _ dj—12.:0(Z7)
ZeeEye N 5(2*) 5(Uj=1,2.i,iZ;>

Igy feltehets, hogy az atalakitott dualis feladat optimalis megoldasa diszjunkt halmazok unio-
jabol all, ahol minden kivalasztott halmaz sulya azonos (praktikusan 1).

Ha a fenti kifejezésben 6(U;_, , ; Z;) = 0, akkor a dudl feladat nem korlatos. Mivel a duél
feladat optimélis megolddsa nem pozitiv, igy a >°,_,, ;b'(Z5) < 0. Ekkor ezeket a halmazo-
kat tetszGlegesen sokszor bevéve a halmazrendszerbe, tetszélegesen kicsi célfiiggvényértékt duélis
megoldast kapunk. Vagyis a dualis nem korlatos, tehat a primal feladatnak nincs megoldasa.

Ha a feladatban VZ C V-re V/(Z) > 0, akkor a primal feladatnak a trivialis z, = 0 meg-
oldas megengedett megoldasa. (Ekkor a dual feladatnak az iires halmazrendszer egy optimalis

megoldasa.)



5. T-kotés pakolas

Legyen G = (V, E) iranyitatlan graf, és T C V, |T'| paros a csticsoknak egy részhalmaza. Legyen
B olyan graf, aminek a sorai a graf T-kotéseinek incidencia vektorai. Ekkor a kévetkezs feladat

megoldasai a graf T-vagasai:

min(cx)
Bx >1
x>0

A feladat optimaélis megoldasai a graf minimélis T-vagasai.

A feladat dualisa a maximalis szamu T-kotés pakolés:

max(yl)
yB <c
y=>0

A maximalis tort T-kotés pakolasra Barahona adott O(nS) ideji algoritmust. [1] Jeldljiik az
(S,V'\ ) vagas kapacitasat: ¢(S)-sel. ¢(S) = >, c45) c(E).
A minimaélis T-vagas keresésére Padberg és Rao adott polinomialis, kombinatorikus algoritmus. Az

algoritmus a kovetkezs lemmén alapul:

1. Lemma. Legyen S egy minimdlis vdgds, ami legaldbb két csicsot szepardl T-ben.
Ha |SNT| paratlan, akkor S egy minimdlis T-vdgds.
Ha |SNT| pdros, akkor van olyan S" C S vagy 8" C V' \'S, ami minimdlis T-vdgds.

1. Bizonyitas. AZ |S NT| pdratlan esetben az dllitas trividlis.
Ha |SNT| pdros, akkor legyen A egy minimdlis T-vdgdsa a grdfnak.
1. eset: |ANSNT| pdratlan:
1.a) eset: Ha AU S szepardl legaldbb két csicsot T-ben:
¢ szubmodularitds miatt:
c(ANS)+ec(AUS) <c(A)+¢(S)
De AU S szepardl két csicsot T-ben, ezért ¢(S) < ¢(AUS). Valamint AN S T-vdgds, ezért
¢(A) <t(ANnS).
Igy (AN S) =¢(A) — AN S minimdlis T-vdgds.

1.b) eset: Ha AU S nem szepardl csicsot T-ben, azazT C AUS:
A" = V \ A szintén minimdlis T-vdgds. A’ U S nem tartalmazhatja T-t, mivel A\ S biztosan
tartalmaz T-beli csicsot. Tehdt A’ U S szepardl legaldbb két csicsot T-ben. Erre az a) esethez
megegyezden ldthatjuk, hogy A’ NS minimdlis T-vdgds.

2. eset: |[ANSNT| pdros:
Ekkor 8" = V' \ S ugyanazt a vdgdst definidlja és |ANS' NT| pdratlan. Alkalmazzuk S'-re az 1.

esetet.

A lemma alapjan a minimalis T-vagas keresésére egyszert algoritmus adhat6. Az algoritmushoz
Gomory-Hu fat hasznalunk, akkor még egyszeriibbé valik. Ilyenkor elég kivalasztani a Gomory-Hu

fanak azt a minimalis élét, ami altal definialt vagas T-vagas.



Algorithm 1 Min. T-vagas keresés(G)
if |T) =0 vagy |V| =0 then
A feladat nem értelmes, VEGE
end if
Legyen S minimaélis vagés, ami legalabb 2 cstucsot szeparal T-ben
if SNT paratlan then
Bontsuk ki az 6sszehtzott cstcsokat, ha vannak
VEGE — S minimalis T-vagas
end if
if SNT paros then
G1=G/s, Go=G/y\s
Min. T-vagas keresés(G1)

Min. T-vagas keresés(G2)
end if

A gyenge dualitas-tételbdl kovetkezik, hogy VT-vagas kapacitasa > V T-kotés pakolas érétke.
Ahhoz, hogy ez a becslés éles legyen, az optimalis tort T-kotés pakolas egy pozitiv silyu T-kotésének
és egy minimalis T-vagasnak pontosan 1 kozos éle lehet.

Jelolje A(G) az optimum értékét a G grafra, ezt az el6bbi algoritmussal kiszamolhatjuk.
Tetszbleges U C E-ra és o > 0-ra legyen G — aU az a graf, amit G-bdl kapunk a kdvetkezSképpen:
G-ben az U-beli élek kapacitdsat/koltségét csokkentsiik le a-val. Ha egy él koltsége ezaltal O-ra
csokkent, akkor azt az élt toroljik ki a grafbol.

Legyen pu(U) = minecy ¢(E).
YU T-kotésre definialjuk az ay értéket, oy = max(a | A(G —aU) = AMG) — a,0 < a < u(U))

Ezekkel a jelolésekkel a feladat rekurzivan megoldhato: Vegytlink egy U T-kotést, aminek a silya
pozitiv az optimalis pakolasban. Szamoljuk ki rd az ay érték. A G’ = G — ayU graf optimalis
T-kotés pakolasat kiegészitve az U T-kotéssel oy stllyal, a G graf optimélis pakolasat kapjuk.

2. Lemma. Ha U T-kités és ay = 0, akkor van olyan minimdlis S T-vdgds, amire |6(S)NU| > 1

2. Bizonyitas. G — ayU-ban minden T-vdgds kéltsége kay-val csékkent, ahol k = |§(S) NU|.
Tehdt ha |6(S)NU| =1 lenne barmely T-vdgdsra, akkor Jay > 0 kicsi szdm, amire A(G —ayU) =
)\(G) —Qy

Hasonloan ha egy U T-koétésre van olyan S T-vagas, amire |[0(S) NU| > 1, akkor oy =0

3. Lemma. Legyen A, B minimdlis T-vdgdsok, keresztezik eqgymdst (azaz ANB,A\ B,B\ A,V'\
(AU B) egyike sem iires) és |AN BNT| pdratlan. Legyen U egy T-kités.
Ha 6(AN B),06(AU B) pontosan 1 élben metszi U-t = §(A),d(B) is pontosan 1 élben metszi.

3. Bizonyitas. ¢ szubmodularitisa miatt: ¢(ANB)+¢(AUB) < ¢(A)+¢(B). Mivel A, B minimdlis
T-vdgdsok, igy AN B, AU B is minimdlis T-vdgdsok és A\ B, B\ A kézitt nem megy él.

Egy U T-kitésre és egy S T-vdgdsra |U N 6(S)| mindig pdratlan. Innen kénnyd ldtni, hogy ha egy
T-kotés csak 1 élben metszi AN B, AU B-t, akkor A, B-t is.

Ehhez hasonléan bizonyithato a kovetkezé lemma:

4. Lemma. Legyen A, B minimdlis T-vdgdsok, keresztezik eqgymdst (azaz ANB,A\ B,B\ A,V'\
(AU B) egyike sem tires) és |AN BNT| pdros. Legyen U egy T-kités.
Ha 6(A\ B),6(B\ A) pontosan 1 élben metszi U-t = 6(A),d(B) is pontosan 1 élben metszi.



Az el6bbi két lemmabdl kovetkezik, hogy ha egy T-kotés pontosan 1 élben metszi a minimélis
T-vagasok egy laminaris halmazrendszerének minden tagjat, akkor az Gsszes miniméalis T-vagast
is egy élben metszi. Ekkor a 2. lemma miatt ez a T-kotés pozitiv sillyal bevehets az optimalis
pakolésba.

Az optimaélis T-kotés pakolast keresd algoritmusban egyszerre épitjiik a a minimalis T-vagasoknak
egy laminaris ® rendszerét és magat a T-kotés pakolast. Minden iteracioban megtalédlunk egy pozi-
tiv sulya T-kotés, majd egyszertsitjik a grafot és ha tudjuk, akkor bévitjiik a @ halmazrendszert.

Legyen U egy olyan T-kétés, ami minden T-vagéast pontosan 1 élben metsz G-ben. (agy>0)
Ha apy = w(U): G—ayU éleinek szama kevesebb, mint G éleinek a szama, mivel valamelyik élének
a koltségét O-ra csokkentettiik (és toroltiik).

Ha ay < p(U): az U T-kotést nem tudjuk ap-nal nagyobb sullyal betenni a pakolasba, azaz
G — ayU grafnak van olyan S miniméalis T-kotése, amire |[U N §(S)| > 1. (G — ayU-ban U-
nak az 4j ay értéke 0.) Ez az S T-vagas az eredeti G grafnak nem volt miniméalis T-vagasa, de
G — ayU-nak mar az. Vagyis S ¢ ® — S-t bevehetjiik a ® halmazrendszerbe.

algoritmus legfeljebb m + 2n — 1 iteraci6 utdn megall. (Egy laminaris halmazrendszer mérete n
elemen legfeljebb 2n — 1.)

Algorithm 2 Maximalis T-kétés pakolas (G)

cd =0

: Keressiink U T-kotést, amire [UN6(S)| =1VS € ®

: Szamoljuk ki ay értékét

: if ay < p(U) then
Talalunk egy S ¢ ® halmazt, amire G — agyU-ban |U N 46(S)| > 1
Vegyiik be S-t ®-be és keresztezziik ki, azaz tegyiik laminarissa ®-t

end if

G=G- OLUU

. if A(G) > 0 then

Ugorjunk 2. 1épésre

. end if

e R R CI

—_
= o

Az algoritmus 2. 1épésében olyan T-kotést keresiink, ami |[U N 6(S)| = 1 VS € ®. Definialjunk
egy 1j koltségfiiggvényt az éleken, ami ¢’(e) =#(Olyan S € ® halmazok szama, amire e € §(5)).
Keressiink ¢’-re minimalis T-kotést. Ennek a koltsége legalabb |®|, mivel minden T-kotés legalabb
1 élben metsz egy T-vagast. Tehat a minimélis koltségt T-kotés minden ®-beli vagast csak 1 élben
metszhet.

A 3. lépésben az ay értéket kell kiszamolnunk. Ehhez definialjuk az f(a) = MG — aU)
fliggvényt. Az f fiiggvény linearis fiiggvények minimuma, igy f konkéav és szakaszonként lineéaris.
Az f fliggvény els toréspontjat szeretnénk megtalalni. Ennél a toréspontnal nagyobb a-k esetén
a meredekség csOkkenése miatt egy 0j minimélis T-vagéas keletkezett, aminek a metszete U-val
nagyobb, mint 1. Ezt a toréspontban talalt Gj T-vigast tudjuk majd a ®-hez hozzavenni, mert
[UNGS(S) > 1 és az f toréspontjaban a vagas koltsége egyenls a tobbi, mar meglévd minimalis
T-vagas koltségével a grafban.

Az algoritmus minden iterdciojaban a k értéke csokken. Igy legfeljebb |U| < n — 1 iteracié utan

megall. Az U T-kotés tartalmazasra minimalis, igy nem tartalmaz kort.



Algorithm 3 ay kiszdamolasa

ay = u(U)
Keressiink meg az S minimalis T-vagast G — ayU-ban.
if A(G —aU) = A(G) — ay then
KESZ
end if

if A(G —aU) < A(G) — ay then
Legyen o a A(G) — a = ¢(S) — ka megoldasa, ahol k = |U N dg(S)]
end if

ay = o és lépjlnk a 2. lépésre

6. Célkitiizés

A témat mindenképp szeretném folytatni szakdolgozat forméjaba. A szubmoduléris folyamoknal
a metszén szubmodularis esetben nem tudjuk ugyanazt a technikdt hasznélni, mint a teljesen
szubmoduléaris folyamoknal. A T-kotés pakolasnél felmeriil a kérdés, hogy az algoritmus atviheté-e
teljes parositasok pakolasara. Ehhez sziikséges a teljes a parositéasokat lefogd halmazoknak egy
jellemzése.

Mindkét probléméaban fontos szerepet kaptak a szubmodularis fiiggvények, valalmint a Newton-

iteracid. A tovabbiak érdekesnek hangzik a két problémakor egyesitése egy kozos altalanositasban.
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