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1. Bevezetés

Ebben a félévben Norine hiperkocka sejtésével foglalkoztam, amely hiperkockák él-

gráfjainak 2 színnel való színezésér®l szól.

A d dimenziós hiperkocka élgráfjára gondolhatunk a következ®képpen: a hiperkocka

csúcsait megfeleltethetjük a {0,1}d vektoroknak, és pontosan akkor vezet két csúcs

között él, ha pontosan 1 koordinátában különböznek.

1.1. De�níció. Két csúcs antipodális, ha minden koordinátában különböznek.

Az ab és cd él antipodális, ha a és c, valamint b és d antipodális.

1.2. De�níció. Egy színezés antipodális, ha minden élre teljesül, hogy az adott él

és az antipodálisa különböz® szín¶.

1.3. De�níció. Egy ab út legfeljebb egyszer vált színt, ha létezik olyan c csúcsa,

amire ac és cb egyszín¶ utak.

1.4. De�níció. Egy ab út geodetikus, ha legrövidebb az összes út között, amelyek két

végpontja a és b.

2. Norine hiperkocka sejtése és változatai

Norine 2008-ban fogalmazta meg következ® sejtését:

2.1. Sejtés. A d dimenziós hiperkocka éleinek bármely antipodális, 2 színnel való

színezésében létezik egyszín¶ út két antipodális csúcs között.

Tetsz®leges színezés esetén megfogalmazható a következ® sejtés:

2.2. Sejtés. A d dimenziós hiperkocka éleinek bármely, 2 színnel való színezésében

van két antipodális csúcs, amelyek között létezik olyan út, amely legfeljebb egyszer

vált színt.

A 2.2 sejtésb®l a 2.1 sejtés következik: Ha igaz a 2.2 sejtés, akkor található az anti-

podális színezésben egy ab út két antipodális csúcs között, amely legfeljebb egyszer

vált színt, legyen c, ahol színt vált. Mivel a színezés antipodális, az ac egyszín¶ út
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éleinek antipodálisai által alkotott út a cb úttal együtt egy egyszín¶ utat alkot.

Ha megköveteljük azt is, hogy az út legyen geodetikus, akkor a következ® sejtéseket

kapjuk:

2.3. Sejtés. A d dimenziós hiperkocka éleinek bármely antipodális, 2 színnel való

színezésében létezik egyszín¶ geodetikus út két antipodális csúcs között.

2.4. Sejtés. A d dimenziós hiperkocka éleinek bármely, 2 színnel való színezésében

van két antipodális csúcs, amelyek között létezik olyan geodetikus út, amely legfeljebb

egyszer vált színt.

A 2.3 sejtés és a 2.4 sejtés ekvivalenciáját Leader és Long bizonyította be.[5]

Nyilvánvaló, hogy a 2.3 sejtésb®l következik a 2.1 sejtés, valamint a 2.4 sejtésb®l

következik a 2.2 sejtés.

Tehát a 2.3 sejtésb®l következik a többi három sejtés is.

3. Ismert eredmények

A geodetikus Norine 2.3 sejtést alacsonyabb dimenzióra, d≤ 5 esetén 2013-ban Fe-

der és Subi bizonyította be[3], eggyel magasabb dimenzóra 2017-ben West és Wise

bizonyította be[4]. A félévben ezeket és a következ® cikket dolgoztam fel, melyben

a 2.3 sejtést d= 7 esetén SAT solver használatával bizonyították be[1].

A félév során a 2.3 sejtést a d=8 esetben terveztük igazolni SAT solver használatá-

val, egy, az el®z® cikkben szerepl®nél jobb szimmetriatörést alkalmazva, viszont 2025

novemberében jelent meg egy cikk[2], amelyben ezt a szimmetriatörést alkalmazzák.

A cikk ezenkívül tartalmazza a jelenlegi legjobb eredményt a színváltások számának

aszimptotikus közelítésére vonatkozóan:

3.1. Tétel. A d dimenziós hiperkocka éleinek bármely, 2 színnel való színezésében

van két antipodális csúcs, amelyek között létezik olyan út, amely legfeljebb 0.3125d+6

alkalommal vált színt.

4. Terv

Megpróbálunk új elméleti ötletekkel el®állni, amelyek segíthetik a számítógépes ke-

resést, valamint különböz® kombinatorikus és algebrai módszerekkel érdekes színe-

zéseket konstruálni.
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