DISZJUNKT VEKTORPAROK KERESESE F;-BEN ELOIRT
KULONBSEGSOROZATTAL

KOVACS BENEDEK

K1voNAT. A cikkben beldtom, hogy ha az F} vektortérben adottak a dy, da, ds,
..., dpy nemnulla elemek, ahol M < 1% - 2™ akkor ki lehet a vektortérben vélasztani
csupa kiilonboz6 ay, asg, ..., apr és by, ba, ..., by vektorokat gy, hogy minden i-re
a; —b; = d; legyen. Modszerem alapotlete épit a Balister, Gyéri és Schelp cikkében
([4]) szerepls moho algoritmusra, de ezen feliil az emlitett eredmény teljes egészében
4j.

1. BEVEZETES, CIKK FELEPITESE

R. Bacher vetette fel 2008-ban az alabbi problémat ([1]): legyen p paratlan prim
és M = p%l. Igaz-e, hogy akarhogyan is adottak a dy, ds, ds, ..., dpy nemnulla elemek
az F, testben, a test 2A/ db nemnulla eleme feloszthato diszjunkt (a;,b;) parokba
(1 <i < M) tgy, hogy minden i-re a; — b; = d; legyen? Erre el6szor Preissmann és
Mischler adott valaszt ([2]), mégpedig igenlét.

A feladat értelemszerien kiterjeszthetd a p elemi véges test helyett a p* elemiire:
ahogy azt Karasev és Petrov ([3]) megmutatta, ennek a nemnulla elemeire és M =
’%—re az allitds ugyanebben a formaban nem igaz, viszont ha minden i-re adva van
egy k elemi, csupa F, felett linedrisan fiiggetlen elemet tartalmazo lista, melybdl
d; értékét valaszthatjuk, akkor mindig tudunk a listdkbol olyan értékeket valasztani,
melyekre a feladat megoldhato.

Ha p = 2-t vessziik, akkor a 2% elemt véges testre ugyanez a probléma értelem-
szertien nem terjeszthet6 ki ugyanigy, hiszen a testben paratlan sok nemnulla elem
van. Viszont a kérdés feltehetd tgy, hogy a parositando6 elemek kozé a nullvektort
is bevessziik. Balister, Gyéri és Schelp 2008-as cikkiikben ([4]) felvetették az alabbi
sejtést:

1.1. Sejtés. Legyen n > 2 egész és N = 2". Ha adottak Fj-ben a dj, do, ...,

iN
d1y nemnulla kiilonbségvektorok (nem feltétleniil kiilonbozsk) gy, hogy > d; = 0,
i=1

akkor F3 feloszthato diszjunkt {a;, b;} parokra (1 < i < $N) tgy, hogy minden i-re
a; — bz = dl legyen.

Szamitogépes programmal ellendriztem, hogy a sejtés n < 4 esetén mindig igaz. A
[4] cikkben a szerzGk azt is belattak egy moho eljaras segitségével, hogy ha az %N
kiilonbségvektor koziil }1N mind azonos, és a tobbi pedig olyan parokba sorolhato,
hogy minden péaron beliil a két érték megegyezik, akkor is kivalaszthatok a vektorok
a feltételeknek megfelelGen.

Jelen cikkben az ezen sejtés irdnyaba torténd haladas érdekében az alabbi gyengébb

problémat vizsgalom:

1.2. Probléma. Legyenek n > 2, N =2"és M < %N — 1 el6re megadott egészek.

Igaz-e, hogy tetszéleges dy, da, ..., dys € F5 nemnulla kiilonbségértékek esetén léteznek
1
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olyan csupa kiilonbozs ay, ..., ap, by ..., by € FY vektorok, melyekre teljesiil, hogy
minden 1 <¢ < M-re a; — b; = d;?

Mint azt a cikk 2. szakaszaban latni fogjuk, az 1.2 probléma (egy kisebb kiko-
téssel) M = %N — l-re ekvivalens az 1.1 sejtéssel. Kutatdsom célja, hogy minél
nagyobb M értékekre beldssam az 1.2 probléma megoldhatdsagat. Ez remélhetGleg
olyan modszereket tud eredményezni, melyek az 1.1 sejtés bizonyitasat segithetik.

Cikkem 2-5. szakaszaban belatom az 1.2 probléma éllitasat M < ZN-re. Az
alabbi modon épiil fel a bizonyitas:

o A 2. fejezetben az 1.2 probléma és az 1.1 sejtés kozotti Osszefliggés bemu-
tatasan kiviil bemutatok egy egyszeri moh6 algoritmust, mellyel megoldhaté
a feladat M < %N élre, valamint %N < M < %N esetén abban a specidlis
esetben, amikor a kiilénbségek koziil elég sok mind megegyezik.

e A 3. fejezetben bemutatom a f6 modszeremet (a "haromrészes mohd mod-
szert"): ez egy olyan moh6 modszer, melyben a vektortér vektorparjait harom
kategoriaba osztom az alapjan, hogy a benne 1év6 két vektor koziil hdnynak
1 az els6 koordinataja. Ezutdn a megadott kiilonbségekhez egy alkalmas sor-
rendben rendelek vektorparokat egymés utan mohé moédon, olyan megszori-
vektorpart fogok hozzérendelni.

Az deriil ki, hogy ez a modszer iN—nél kicsivel nagyobb M értékek esetén
is miikodik, de csak akkor, ha nem tul kicsi és nem til nagy az 1-gyel kezd6d6
vektorok szamanak részaranya a megadott kiilénbségek kozott.

e A 4. fejezetben az el6bb emlitett korlatjat orvosolom a haromrészes moho
modszernek: ha az élek szama egy bizonyos értéket nem halad meg, akkor be-
latom, hogy a probléméat at tudom alakitani az F vektortérnek egy megfelel
automorfizmusaval tgy, hogy az 1-gyel kezd6d& vektorok szamanak részaranya
a kivant tartomanyba essen (attol a kivételes esettdl eltekintve, ha a vektorok
koziil elég sok mind megegyezik, de ekkor a 2. fejezetben emlitett egyszert
moh¢ algoritmus alkalmazhato).

o Az 5. fejezetben elvégzem a sziikséges szamitasokat, melyekkel kideriil, hogy
a 3-4. fejezetekben emlitett modszer minden M < f’—lN—re kozvetleniil mii-
kodik. A haromrészes mohd modszer egyik része olyan, hogy annak az egyik
részében az egyszert moho algoritmus helyett hasznalhatunk tetszéleges jobb
modszert is. Ilyen moédon a modszer javitani tudja sajat magat rekurziv mo-
don: haaz M < 13—1N—re miikédd modszert helyettesitjiik bele, akkor egy jobb
valtozatot kapunk, ami mar M < %N—re is miikodik. Ha belehelyettesitjiik a
%N —es valtozatot, akkor megint jobbat kapunk. Es igy tovabb, a limeszben
megkapjuk azt, hogy a feladat minden M < %N—re megoldhato.

Ko6szondm szépen Zsigri Balintnak a modszer ellenérzésében és a szamitédsokban
valo segitséget, valamint azt az észrevételt, hogy a 4.3 tételben ha k és [ értékét nem
feltétleniil vessziik egyenlének, azzal lényegesen javithatd a modszerrel elért konstans.
Ko6szoném szépen témavezetémnek, Csikvari Péternek, hogy megismertette velem ezt
az érdekes problémat, lektordlta cikkemet és segitséget nyujtott a strukturdlasaban.

2. ESZREVETELEK A FOSEJTESSEL KAPCSOLATBAN

A tovabbiakban az 1.1 sejtést fésejtésnek, az 1.2 probléméat féproblémanak fogom
nevezni.
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2.1. Megjegyzés. Az 1.1 és 1.2 allitasokrol gyakran a grafok nyelvén fogok beszélni:
adott egy 2M cstcsi graf, mely M diszjunkt élbél all, és minden élre ra van irva egy
F5-beli nemnulla cimke. Ugy szeretnénk a graf minden csticsdba csupa kiilonboz6
Fo-beli értékeket irni, hogy barmely két szomszédos csiics értékének kiilonbsége az
Gket 0sszekots él cimkéjével egyezzen meg.

2.2. Lemma. Az F} vektortér dsszes elemének dsszege 0, ha n > 2.

Bizonyitds. Adott 1 < i < n-re 2"~ vektor van Fj-ben, melynek i. koordinataja 0 és
2n~! aminek 1. Igy modulo 2 az dsszes vektor dsszegében az i. koordinata 27! = 0,
mivel n > 2. ]

2.3. Allitas. Az 1.1 sejtés nem lenne igaz, ha nem kétnénk ki, hogy a d; cimkék
osszege 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy mégis igaz, és vegyiik egy olyan megadésat a d; (1 <i <

M) cimkéknek, melyekre Z d; # 0. Ekkor az a;, b; vektorok egy helyes megadéasara
=1

M M

Z di => (a;—b;) = > (a;+b;) = Zai—i-z b; = Y. x =0, hasznalva a 2.2 lemmat
=1 i=1 =1 =1 zelFy

(azt is kihasznélva, hogy 2 karakterisztikdju test folotti vektortérben az Gsszeadas

ugyanaz, mint a kivonas). Ellentmondas. O

2.4. Megjegyzés. A f6probléma nem mindig oldhaté meg M = %N — 1 esetén,
ugyanis ha a a megadott M kiilonbség 6sszege 0, akkor nincs a csicsoknak helyes
kitoltése: ha ki tudnank tolteni helyesen a 2M csticsot az N = 2M +2 elemi vektortér
2M kiilonboz6 elemével, akkor ezen elemek Gsszege O lenne, igy a 2.2 lemma miatt a
kimarado két elem Osszege is 0, de ez azt jelenti, hogy a kimarad6 két elem azonos,
ami ellentmondas.

2.5. Allitas. A foprobléma megoldhatésiga M = %N —1l-re a sz\i1 d; # 0 esetre
ekvivalens az 1.1 sejtéssel.

Bizonyitds. Ha az 1.1 sejtés igaz, akkor tetszéleges adott dy, ds, ..., djy; nemnulla
vektorokra (ahol Zle d; # 0) legyen dyrq = Zf\il d;, igy Zf‘f{l d; = 0. Ekkor a
sejtés alapjan léteznek csupa kiilonboz6 a;, b; vektorok ugy, hogy a; — b; = d; minden
1 < i < M + 1-re, specialisan igy az els§ M élt is helyesen toltottiik ki paronként
diszjunkt vektorparokkal.

A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy a f6probléma megoldhatéo M = %N — l-re, ha

a kiilonbségek 0sszege nemnulla. Most vegyiink tetsz6leges dy, ds, ..., dyr+1 nemnulla
kiilonbségeket, melyek Osszege 0. Ekkor Zf‘il di = dyy1 # 0, igy az elsé6 M él

végpontjai kitélthet6k megfelelsen 2M kiilonb6z6 vektorral. A vektortér maradék
két elemének Osszege megegyezik az eddigi 2M elem Osszegével (a 2.2 lemma miatt),
ami éppen Zf\il d; = dpry1. O

Az alabbiakban mutatunk egy egyszerti mohé algoritmust, mellyel a f6probléma
megoldhato a fésejtésbeli %N élszam felére.

2.6. Tétel. A foprobléma megoldhate M < iN élre.

Bizonyitds. Valasszuk ki az M db part sorban egymas utan. Ha mar ki van valasztva
ai,...,a;_1 és by,...,b;_1, ahol 1 < i < M, akkor probaljunk meg keresni olyan
a;-t és bi-t, hogy a; — b; = d;. Mivel d; # 0, F} felbomlik %N olyan pérra, melyek
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mindegyikében a két tag kiilonbsége d;. (Ezek a parok pontosan a (d;) egydimenzios
altér szerinti mellékosztalyai F5-nek.) Ezen parok koziil tudunk olyat talalni, melynek
egyik tagjat sem vélasztottuk még ki, mert az eddig kivalasztott legfeljebb 2(M — 1)
elem a péarok koziil 8sszesen legfeljebb 2(M —1) < 2M < £ N-ben helyezkedik el. gy
{a;, b; }-nek megvélaszthatunk egy ilyen part. O

A f6probléma hasonléan megoldhaté, ha ugyan a megadott élek szama }LN—nél
nagyobb, de koziiliik elég soknak mind ugyanaz a cimkéje.

2.7. Tétel. Ha i <m < % €s a > 2m — %, akkor megoldhato a fdprobléma, ha

M < mN és az élek kozil legaldbb aN-nek mind azonos a cimkéje.

Bizonyitds. Legyenek a megadott kiilénbségek dy,ds,...,d4, ..., dy, ahol di = dy =
. =dy = dés A > aN. El6szor valasszuk ki megfeleléen a dayq,...,dy €l vég-
pontjait. Ezt meg tudjuk tenni a 2.6 tétel alapjan, mert ezen élek szdma M — A <
(m—a)N < }LN. (Ez azért teljesiil, mert m > i miatt m — % < 2m — % < a, igy
m—a<1i)

Ezutan mar csak az kell, hogy a maradék A db d cimkéji élre taldljunk megfelel6
vektorokat, azaz talaljunk az eddig fel nem hasznalt vektorok kézétt A db paronként
diszjunkt vektorpart gy, hogy minden parban d legyen a vektorok kiilénbsége.

Megint tekintsiik az 1N db (d) szerinti mellékosztalyat Fy-nek. Ezek mind d
kiilonbségt parok, melyek koziil eddig legfeljebb 2(M — A)-ban van lefoglalva leg-
alabb egy pont. Igy a maradék parok szama legalabb %N —2(M — A). Es mivel
a > 2m—%, ezért A > alN > (Qm—%)N > 2M—%N, igy %N+2A > 2M + A,

tehdat N — 2(M — A) > A. Tehat legalabb A par maradt. O

3. A HAROMRESZES MOHO MODSZER

A 3-5. fejezetekben bemutatunk egy modszert, amellyel a 2.6 tételt meghalado
eredmény érhetd el: ezzel a modszerrel belathato a f6probléma megoldhatosaga M <
%N élre.

Feltessziik, hogy van mar egy olyan modszeriink, mellyel a f6problémat mindig meg-
oldhatjuk M < AN él esetén (minden n > 2-re). Erre a modszerre \-algoritmusként
fogunk hivatkozni. A 2.6 tétel miatt példaul vehetjiik A értékét %—nek.

3.1. Definici6o. Egy v € Fy vektor 0-val (vagy rendre I-gyel) kezdddik, ha az elsé
koordinataja 0 (vagy 1).

3.2. Megfigyelés. Ha v € F} egy 0-val kezd6d6 nemnulla vektor, akkor FJ-nek
a (v) szerinti mellékosztalyai kozott 22 olyan van, ami két O-val kezd6dé vektort
tartalmaz (tovabbiakban: 0-0 pdrok) és 2772 olyan, ami két 1-gyel kezdédst (1-1
pdrok).

3.3. Megfigyelés. Ha v € F} egy 1-gyel kezd6ds vektor, akkor F4-nek a (v) szerinti
mellékosztalyai mind olyan parok, melyek egy O-val és egy 1-gyel kezd6dd vektort
tartalmaznak (tovabbiakban: 0-1 pdrok).

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy a megadott M db kiilonbség koziil B db-nak 0
az els6 koordinatdja és C' db-nak 1. Legyen B = N és C' = yN, igy haaz M = mN
jelolést hasznéljuk, akkor m = 3 + ~.

A célunk az, hogy az élek kitoltésének sorrendjét a rajtuk lévs cimkék elss koordi-
natai alapjan szabalyozva, és az egyes élekre irhatd vektorok els6 koordinatdira meg-
felel6 megkdtéseket téve egy olyan mohé algoritmust kapjunk, mely nemcsak m < }l
esetén miikddik, hanem 3 és v bizonyos értékei esetén kicsivel nagyobb m-ekre is.
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Az alabbi modszert hasznaljuk:

3.4. Algoritmus. A B és C értékek fiigguényében vilasztunk By és By egész szamokat
igy, hogy By,Bs > 0 és By + By = B. (A késobbiekben részletezzik, hogy Bi-etl és
By-t hogyan kell megfelelden megvdilasztani, hogy a mddszer mikédjon.) Ezutin a B
db 0-val kezdddd kiilonbséget tetszdlegesen felosztjuk eqy By és eqy Bo kiilonbséqbdl
allo részre: az eldbbit nevezziik "indulc” csoportnak, az utobbit "befejezd” csoportnak.
Igy az éleknek hdarom csoportja keletkezik:

(1) az induld élek By elembdl dllo csoportja,
(2) az 1-gyel kezdddd élek C' elembdl dlls csoportja,
(3) a befejezd élek By elembdl dllo csoportja.

A mddszerink az aldbbi hdrom lépésbdl dll:

(1) Az indulo éleket tiltsik ki dket 0-0 pdrokkal tetszdlegesen gy, hogy a kezdd
nullak elhagydsaval kapott n — 1 dimenzids vektorokra a \-algoritmust hasz-
ndljuk.

(2) Vegyiik sorra egyesével az 1-gyel kezdddd éleket, és toltsik ki dket 0-1 pdrokkal
tetszdlegesen.

(3) Végiil vegyiik sorra egyesével a befejezd éleket, és tiltsik ki dket 1-1 pdrokkal
tetszdlegesen.

Az alabbiakban megvizsgaljuk, hogy mely B és C' értékekre lehet olyan Bi-et és Bs-
t talalni, hogy ez a modszer garantaltan miikodjon, azaz mindharom lépés teljesithets
legyen.

3.5. Allitas. Tegyiik fel, hogy van egy \-algoritmusunk (ahol i <A< %) Legyen
n >3 egész és N =2" Haa B,C >0, B;,By >0, By + By = B egészekre teljesiil
B, < %)\N, B+ C < Z—llN és C' + 2By < }lN + 1, akkor a 3.4 algoritmus mindig
helyesen mikédik B db 0-val és C db 1-gyel kezdddd Fh-beli kiilonbségre, a By, By
értékeket vdlasztva.

Bizonyitds. Megvizsgaljuk sorra, hogy a harom 1épés ebben az esetben miikodni fog.

(1) Az algoritmus 1. 1épésében az indulo élek els6 koordinatajat elhagyva kapunk
By db n — 1 hosszi nemnulla kiilonbséget, melyekre a A-algoritmust hasznal-
va rairhatjuk Fg’l—nek 2B, kiilonb6z6 elemét, mert By < A - 2771 = %)\N.
Ha a csicsokba irt értékek elé irunk egy 0-s koordinatat, akkor F5-nek kap-
juk 2By kiilonbo6z6 vektorat, melyeknek a paronkénti kiilonbsége mindenhol a
megfelel§ indulé él cimkéje.

(2) A 2. lépésben azt kell belatnunk, hogy sosem akadunk el, azaz mind a C' db
1-gyel kezd3dé élnél talalni fogunk legalabb egy megfelels 0-1 part (melynek
még egyik tagjat sem valasztottuk ki). Legyen a C' db él koziil a J-ediknek
a cimkéje d. Ekkor mivel d 1-gyel kezd6dik, Fy feloszthato 2"~ = N db d
kiilonbségi 0-1 parra. Vizsgaljuk meg, hogy ezek koziil legfeljebb hany foglalt.
Az F3-ben eddig foglalt vektorok szama 2By 4+ 2(J — 1) (mivel az 1. lépésben
2B, vektort valasztottunk ki, a 2.-ban pedig az el6z6 J — 1 lépésben 2(J — 1)
vektort). A lehetséges 0-1 parok koziil igy legfeljebb 2B; 4+ 2(J — 1)-ben van
foglalt vektor. Azt kell beldtnunk, hogy a foglalt 0-1 parok szama %N—nél
kisebb. Ez pedig teljesiil: 2B; +2(J —1) <2B;+2(C—1) =2(B,+(C)—-2 <
2-1N —2<iN.
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(3) A 3. lépésben megint azt kell belatnunk, hogy a J-edik befejezé élnél (1 <
J < By, legyen az él cimkéje d) mindig talalni fogunk megfelels 1-1 part, amit
az €l cstcsaiba irhatunk. Van 2772 db d kiilonbségt 1-1 par F3-ben, és ezek
koziil legfeljebb annyi foglalt, ahany 1-gyel kezd6dé vektort eddig Osszesen
kivalasztottunk az algoritmus soran. A 2. 1épésben kivalasztottunk C' db-ot,
a 3.-ban pedig eddig 2(J —1) db-ot. Igy elég belitni, hogy C+2(J—1) < 2"~2
(és ebbdl kivetkezik, hogy nem lehet foglalt mind a 2772 db 1-1 par). Ez pedig
teljesiil, mert C+2(J —1) < C+2(B,—1)=C+2B, -2 < (AN +1) -2 <
IN =2n2,

OJ

3.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy van egy \-algoritmusunk (ahol i <AL %) Legyen
n > 3 tetszileges egész, N =2" és 0 < B,C < }1]\7 olyan egész értékek, melyekre ha
f = B/N és vy = C/N, akkor < min (i —%%)\) + (% —% ) Ekkor B db 0-val
kezdddd és C' db 1-gyel kezdddd F3-beli nemnulla kilénbségre mindig mikédik a 3.4
algoritmus (By és By alkalmas vdlasztdsdval).

Bizonyitds. Legyen By = min([%N — %C’-‘ ,B) és By = B — B,. Ekkor a 3.5 allitas
alkalmazasahoz a kovetkezo feltételeket kell leellenérizniink:
(1) B; >0
(2) By >0
(3) Bi<3AN és Bi+C <IN
(4) C+2By <IN +1
Ellenérizziik ezeket rendre:
(1) By definicidja alapjan vilagos, hogy By > B, és igy By = B — By > 0.
(2) Annak belatasahoz, hogy By > 0, elég azt latnunk, hogy :N — 3C > 0. Ez
azzal ekvivalens, hogy C' < %N , amit kikotottiink feltételként.
(3) Ha By = B, akkor By =0, igy a By < %)\N allitas trivialis, tovabba a C' < ;11]\7
feltétel miatt a By +C < 1N is. Maskiilénben By = [fN — 1C| > 1IN - 1C.

Mivel 8 < min (% -7, %/\) + (% — %7), ezért (IN-nel beszorozva):

1 1 1 1
B<min|-N—-C,=)\N -N — =
< min (4 0,2)\ >+8 2C
Tehéat

1 1

vagyis By < %LN —Cés B < %AN.
(4) Végezetiil az utolsé pont teljesiil, mert By < |
2By +C<{N-C+1+C=iN+1.

IN —3C] < iN—-1C+1,igy

O

3.7. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy van egy \-algoritmusunk (ahol }L <A< %)
Legyenek 0 < B,v < i olyan értékek, melyekre f < min (i -, %)\)—I—(% — %7) Ekkor
a foprobléma mindig megoldhato, ha a 0-val kezdddd kiilonbségek szama legfeljebb 5N
és az 1-gyel kezddddeké legfeljebb v N .

Bizonyitds. Eloszor foglalkozzunk az n = 2 trividlis esettel. Ekkor mivel 3,7 < }1, a
0-val kezd&d6 és az 1-gyel kezd&d§ élek szama is legfeljebb 1, és nem lehet mindketts
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1, mivel a feltételekbdl konnyen latszik, hogy 5 és v nem lehet egyszerre }l. Igy csak
egyetlen éliink lehet, legyen ez d;. Ekkor ay = dy és by = 0 valasztassal a; — by = d;.
Most legyen n > 3. Legyen B = N és C' = N, valamint jeloljiik a megadott
0-val kezd&dd kiilonbségek szamat B'-vel és az 1-gyel kezdddGekét C'-vel. Tovabbéa
legyen B' = 'N és C" =+'N. Ekkor B' < B és C' < C, ésigy ' < [ és~ <~.
Ekkor nyilvan teljesiil 0 < 8/ < <1 és0<+ <~ <1 tehat 0 < B, C" < IN.
Tovabba ' < f < min (3 —7,2A) + (3 —37) < min (3 =7, 2N + (3 — 37),

2 8 2 1
ezért a 3.6 allitas miatt a B’ db 0-val kezd6dé és C” db 1-gyel kezd6dé kiilonbségre

miikodik a 3.4 algoritmus. ([l

Az aldbbiakban bevezetiink néhany jelolést, amivel az eddig elért eredményeinket
tomoren megfogalmazhatjuk.

3.8. Definicio. Jeldlje U(a) azt az allitast, hogy a f6probléma M < aN él esetén
megoldhato (tetszéleges n > 2 és dy, da, ..., dy € F nemnulla kiilonbségek esetén).

3.9. Definici6. Jeldlje U,. (o, ¢) azt az allitast, hogy a f6probléma megoldhato tet-
sz6leges n > 2 esetén abban az esetben, ha a kiilonbségek szama legfeljebb aN, és
van legalabb c¢N olyan kiilonbség, ami mind azonos.

3.10. Definicio. Jelolje Uy (5,y) azt az allitast, hogy a féprobléma megoldhato
tetszGleges n > 2 esetén abban az esetben, ha a 0-val kezd6d§ kiilonbségek szama
legfeljebb BN és az 1-gyel kezd6dGeké legfeljebb vN.

3.11. Megjegyzés. Ezen definiciok nyelvén a korabbi allitasaink igy szolnak:
o 2.6 tétel: U ()
o 2.7 tétel: (3 <m<1i)és(a>2m—1) = Ui(m,a)
e 3.7 kdvetkezmény: (1 < A< 3)és (0< 8,7 < 1) ésUN) és (B < min(; —
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4. KEZDETEK ARANYANAK SZABALYOZASA LINEARIS TRANSZFORMACIOVAL

Nézziik meg, mit mond a 3.7 kivetkezmény éallitdsa A = 1 esetén: ha 0 < 3,7 < ;
és f<min (3 —7,5) + (5 — 37), akkor Uy (8,7).

Ez akkor igazolja az Uy (f3,) allitast, ha a (5,v) pont az alabbi abran a piros
tartomanyba esik (ez az x + %y = % és x + %y = % egyenesek, valamint a két tengely
altal hatarolt zart négyszog):

0.35 4
0.3 1
0.25 1
0.2 |
0.15 |
0.1 |

0.05 1

005 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

Ha az élek szama M = mN, ahol m = [+, akkor lathato, hogy ha a 3.7 kovetkez-

mény segitségével szeretnénk belatni valamilyen adott m > %—re az allitast, akkor ez

csak ugy tehet meg, ha a 0-val kezd6d§ élek r = % részaranya egy [Tmin(m), Mmaz(m)]

intervallumon beliilre esik, ahol 0 < 7,5, (M) €8 rype(m) < 1.
Az dbra P pontja a (1—36, %) pont, amire m = % ésr = g Igy % <m< 1% esetén az
[Fimin (M), Tmaz (m)] intervallum mindig tartalmazza a 2 pontot, és m-et névelve egyre
sziikebb. Mindkét végpont g—h('jz tart, ahogy m — 1%. Ez azt jelenti, hogy ha ismert,
hogy r beleesik egy g koriili kicsi I = [k, 1 — [] intervallumba, akkor minél sziikebb I,
annél nagyobb m értékekre tudhatjuk belatni a féprobléma megoldhatosagat.
Azonban ha a kiilonbségek nagy része 0-val vagy nagy része 1-gyel kezd&dik, akkor
r nem fog ebbe az intervallumba beleesni, igy egy ilyen megoldds nem miikddik.
[lyenkor a kovetkezd lemma fog segiteni a f6probléma megoldésaban:

4.1. Lemma. Legyen o : Fy — FY egy Fo-vektortér-automorfizmus. Ekkor a dy, ds,
oo, dpy € FY élekre pontosan akkor oldhaté meg a féprobléma, ha az a(dy), a(ds), ...,
a(dyy) élekre megoldhato.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a dy, ..., dy; élekre az aq, ..., aps, by, ..., by értékek
megoldjak a problémét. Ekkor minden i-re d; = a; — b;.

Ekkor az a, = a(a;), b, = a(b;) kiilonbségek megoldjak a problémat a d; = «(d;)
kiilonbségekre: az automorfizmus csupa kiilonb6z§ vektorokat csupa kiilénbozébe
visz, és minden i-re o(d;) = a(a;) — a(b;).

Ha a automorfizmus, akkor a~! is az, igy az odafelé iranyt « helyett o~ !-re hasz-
nalva az allitas forditott irdnya is megkaphato. 0

gy ha adottak a dy, ..., dy kiilonbségek, melyeknek a nagy része azonos szamjeggyel
kezdddik, de talalunk egy olyan « : F} — F% automorfizmust, melyre a(d;), ...,
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a(dyy) kozott a 0-val kezd6dGek részaranya mar beleesik [, (m), 7ma (m)]-be, akkor
a 4.1 lemma miatt dolgozhatunk az eredeti kiilonbségek helyett a transzforméltakkal,
melyekre a korabbiak alapjan mar meg tudjuk oldani a problémat.

Azonban ha a d; értékek kozott sok azonos van, akkor azok barmilyen linearis
transzforméaciot kovetéen azonosak maradnak, igy ebben az esetben nem feltétleniil
fogunk tudni olyan transzformaciot talalni, ami mindkét fajta kezdetd értékbdl létre-
hoz elég sokat. A fejezet tovabbi részében igy azt fogjuk vizsgalni, hogy mely (k, [, d)
harmasokra teljesiil az alabbi allitas:

4.2. Definicio. Legyen 0 < k,1,d < 1 agy, hogy k + 1 < 1. Ekkor jeldlje T'(k,l,d)
azt az allitast, hogy tetszéleges n > 2-re, M € N't-ra és dy, da, ..., dyy € F} nemnulla
vektorokra teljesiil, hogy vagy legalabb dM azonos van a vektorok kozott, vagy 1étezik
egy olyan « : F} — F3 automorfizmus, melyekre az a(dy), ..., a(dys) vektorok kézott
legalabb kM 0-val és legalabb [M 1-gyel kezd&dik.

A fejezet {6 eredménye az alabbi tétel lesz:

4.3. Tétel. Legyen 0 <l <k < % Ekkor T(k,1,1 — 2k — 21) teljesiil.

A 4.3 tétel bizonyitasa

4.4. Definici6é. Ha K C {1,2,...,n} egy nemiires halmaz, akkor legyen Ax = {z €
Fy > .cx i = 0}. (Konnyen lathato, hogy Ax egy n — 1 dimenzids altere F5-nek.)

A tovdbbiakban K mindig egy nemiires részhalmaza [n]-nek', és 0 < | < k <
% rogzitett valos szamok. Tovabba feltételezziik, hogy adottak a dy, ..., dyy € F}
nemnulla vektorok. A d; vektor j-edik koordinatajat d; j-vel fogjuk jelolni (1 < i <

M,1<j<N,d;;e{0,1}).

4.5. Definici6é. Egy K halmazt szegénynek neveziink, ha a di,ds, ..., dy; vektorok
kozil kevesebb mint kM db esik bele az Ax altérbe.

4.6. Definicié. Egy K halmazt gazdagnak neveziink, ha a dy,ds, ..., dy; vektorok
koziil tobb mint (1 — [)M esik bele az A altérbe.

Jegyezziik meg, hogy egy halmaz nem lehet egyszerre szegény és gazdag, mert
k+1<1miatt £k <1-—1L

4.7. Definici6. Egy 1 < j < n indexet szegénynek, illetve gazdagnak neveziink, ha
a {j} halmaz szegény, illetve gazdag.

4.8. Definicié. Egy K halmaz gyarmata: Gyar(K)={1<i< M :(3j € K)d;; =
0}, és komminje: Komm(K)={1<i<M :(3j € K)d,;; = 1}.

4.9. Lemma. Tegyik fel, hogy [n] minden K # () részhalmaza vagy szegény, vagy
gazdag. Ekkor tetszdleges, csak szegény indexekbdl dllo nemiires halmaz gyarmatdinak
meérete < 2kM.

Bizonyitds. Belatjuk a szerinti indukciéval, hogy egy a db szegény indexbdl allo hal-
maz gyarmaténak mérete < (2 — 5=5) kM. (Ebb6l a lemma éllitasa kovetkezik.)
Az a =1 eset:
Egy egyelemt {j} halmazra, ahol j szegény, |Gyar({j})| = [{i: d; € Ay }| < kM,
ahol az utobbi egyenl6tlenségnél {j} szegénységét hasznaltuk.

1Az [n] = {1,2,...,n} jelolést hasznéljuk.
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Indukciés lépés:

Tegyiik fel, hogy a > 2, és az a-nal kisebb 1 < a’ < a — 1 értékekre mér belattuk
az allitast. Vegyilink egy a db szegény indexbdl 4ll6 K halmazt.

Segédlemma: K-nak minden paratlan méreti részhalmaza szegény, és minden paros
méretd részhalmaza gazdag.

Segédlemma bizonyitdsa: Ha K-nak vessziik egy L C K valodi részhalmazét, akkor
mivel |L| < a — 1, ezért az indukcios feltétel miatt |Gyar(L)| < 2kM. Ez azt jelenti,
hogy a d; vektorok koziil t6bb mint (1 — 2k)M-nek az Gsszes L-beli koordinataja
1-es. Ezen vektorok tehat mind benne vannak Aj-ben, ha |L| péaros, és egyikiik sincs
benne Ap-ben, ha |L| paratlan. Tehat ha |L| paros, akkor az Ap-be es6 d;-k szama
> (1 —2k)M > M > kM (hasznalva, hogy k < 1), emiatt L nem lehet szegény,
tehat gazdagnak kell lennie. Ha pedig |L| paratlan, akkor az Ap-be es§ d;-k szama
< 2kM < (1 —1)M (hasznalva, hogy 2k +1 < 2- % + 1 = 1), emiatt L nem lehet
gazdag, tehat szegénynek kell lennie.

A segédlemma bizonyitasdhoz még meg kell vizsgalnunk az L = K esetet. ElGszor
tegyiik fel, hogy |K| paros. Ekkor vegyiink ki K-bol egy j indexet, és legyen K’ =
K\ {j}. Mivel |K’| paratlan, ezért K’ szegény. Tovabba maga {j} is szegény. Igy
kevesebb mint M db d; esik bele Ag-be, és kevesebb mint kM esik Ay -be. Tehat
a d;-k koziil kevesebb mint 2kM esik az Agr és Ay;y alterek legalabb egyikébe. Igy
tobb mint (1 —2k)M db d;-re teljesiil, hogy a K'-beli koordinatainak 6sszege is 1 és a
j. koordinataja is 1. Igy ezekre a vektorokra a K-beli koordinatak dsszege 0, vagyis
benne vannak Ag-ban. Igy az Ag-ban 16v6 di-k szama > (1 — 2k)M > kM (mivel
k< %), emiatt K nem lehet szegény, vagyis gazdag.

Ha L = K és | K| paratlan, akkor |K’| paros, igy K’ gazdag. Hasznalva K’ gazdag-
sdgat és j szegénységét, az Ay altér AS., komplementerébe kevesebb mint [M db d;
esik, és az Ay altérbe pedig kevesebb mint kM db. Igy tébb mint (1 —k — )M esik
A ﬂAfj}—be. Ezekre a vektorokra a K’-koordinatak osszege 0, és a j. koordinata 1,

igy mindegyikben a K-koordinatak Gsszege 1, tehat ezek nem esnek Agx-ba. Igy az
Ag-ba es6 d;i-k szdma < (k+1)M < (1—1)M. (Hasznalva, hogy k+21 < $+2-3 < 1.)
Emiatt K nem lehet gazdag, igy szegény. [J

Indukcios lépés befejezése: Legyen e = (1,1,...,1) € F} a csupa l-es vektor. Legyen
S={G,L):1<i<MOD#LCK,di+e¢& Ar}. Szamoljuk le kétféleképpen S
elemszamat.

Azon d; vektoroknak, melyekre ¢ ¢ Gyar(K), minden K-beli koordinatajuk 1, igy
ezekre d; + e minden K-beli koordinataja 0. Igy az ilyen i-kre minden L C K-ra
d; + e € Ap. Tehat minden (i, L) € S-re i € Gyar(K).

Ha i € Gyar(K), akkor a d;+e vektor K-beli koordinatai nem mind nullak. Legyen
koziilik f db 1-es és gdb 0. (Itt f > 1.) Ekkor egy L C K részhalmazra akkor teljesiil
di+e & Ap, ha d;+e-nek paratlan sok L-beli koordinataja I-es. gy ha tgy szeretnénk
megvélasztani adott i-re az L C K részhalmazt, hogy d;+e &€ Ay legyen, akkor d; +e-
nek az f db l-es koordinataja koziil paratlan sokat kell belevalasztanunk L-be, a g
db 0-s koordinata koziil pedig tetszélegeseket belevalaszthatunk. Mivel f > 1, az 1-
es koordinataknak 2/! részhalmaza lesz paratlan elemszami, a 0-s koordinataknak
pedig 29 részhalmaza létezik, igy Osszesen 277129 = 2¢~1_faleképpen valaszthatjuk
meg L-et. Emiatt |S| = |Gyar(K)[2°71.

Masrészt pedig szamoljuk meg adott L C K nemiires részhalmazra, hogy hany
1 <i< M-relesz (i,L) € S.
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Ha |L| paratlan, akkor L szegény, igy kM-nél kevesebb i-re lesz d; € Ap. Igy
tobb mint (1 — k)M db i-re lesz d; ¢ Ap. Ezekre az i-kre d; L-beli koordinétainak
Osszege 1, tehat mivel |L| paratlan, ezért d; +e L-beli koordinatainak Gsszege 0, tehét
d; +e € Ar. Igy kevesebb mint kM db i-re lesz d; + e & Ay, (azaz (i,L) € S).

Ha pedig |L| paros, akkor L gazdag, igy tobb mint (1 — )M db i-re lesz d; € Ay.
Ezekre az i-kre a d; vektor L-beli koordinatainak osszege 0, igy a d; + e vektor L-beli
koordinatainak is 0 az 6sszege, mert |L| paros. Tehat ezekre az i-kre d; +e € Ay, igy
kevesebb mint [M olyan ¢ van, melyre d; +e & Ay, (azaz (i, L) € 5).

A K halmaz nemiires részhalmazai koziil 297! — 1 db paros elemszamu és 2¢~! db
paratlan elemszami. Ezek alapjan, ha az el6z6 két bekezdésben kapott becsléseket
minden L C K-ra (L # () dsszegezziik, azt kapjuk, hogy

S| < 207 kM + (271 — 1)IM
lgy

|Gyar(K)|2* "t < 247k M + (271 — 1)IM

1
|Gyar(K)| < kM + (1 — 2a1) IM

Felhasznélva, hogy [ < k:

1 1
|Gyar(K)| < kM + (1 - F) kM = (2 — F) kM

Ezzel a 4.9 lemma bizonyitasat befejeztiik.
O

4.10. Lemma. Tegyiik fel, hogy [n] minden K # 0 részhalmaza vagy szegény, vagy
gazdag. Ekkor tetszdleges, csak gazdag indexekbdl dllo nemires halmaz kommiinjének
meérete < 2IM.

Bizonyitds. Az &allitas, és igy bizonyitédsunk is analog lesz a 4.9 lemmaéval, de annél
egyszer(ibb, mert itt nem lesznek paritds miatti esetszétvalasztasok.

Belatjuk a szerinti indukciéval, hogy egy a db gazdag indexbdl all6 halmaz kom-
miinjének mérete < (2 — 5= ) [M. (Ebbdl a lemma allitasa kovetkezik.)

Az a =1 eset:

Egy egyelemii {j} halmazra, ahol j gazdag, |Komm({j})| = [{i: di € Agy}| < IM,
ahol az utobbi egyenlétlenségnél {j} gazdagsagat hasznaltuk.

Indukciés 1épés:

Tegyiik fel, hogy a > 2, és az a-nal kisebb 1 < o’ < a — 1 értékekre mér belattuk
az allitast. Vegylink egy a db gazdag indexbdl 4ll6 K halmazt.

Segédlemma: K-nak minden nemiires részhalmaza gazdag.

Segédlemma bizonyitdsa: Ha L C K valddi részhalmaz, akkor az indukcios feltevés
miatt |[Komm(L)| < 2IM. Tehat a d;-k koziil t6bb mint (1 — 20)M-nek minden L-
koordinataja 0, tehat ezekre a vektorokra biztosan teljesiil d; € Ay. Igy az Az-be
es6 di-k szama > (1 — 2)M > kM (mivel k+ 2] < 3 +2- 5 = 1), igy L nem lehet
szegény. Tehat L gazdag.

Igy mar csak az L = K eset maradt. Valasszunk egy j € K indexet, és legyen
K'= K\ {j}. Ekkor az el6z6ek alapjan K’ gazdag, és tudjuk, hogy {j} is gazdag.
gy kevesebb mint [M db i van, melyre d; & Ay, és kevesebb mint M db 4, melyre
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d; & Agjy. Igy t6bb mint (1 — 20)M db i-re teljesiil d; € Ags N Ay;y. Ezekre az d;-kre
a K'-beli koordinatak osszege is 0 és a j. koordinata is 0, igy a K-beli koordinatak
Osszege is 0, azaz ezekre d; € Agk. Tehat az Ax-ba es6 d;-k szama > (1—20)M > kM.
Azaz K nem lehet szegény, igy gazdag. [

Indukcids lépés befejezése: Legyen S = {(i,L) : 1 <i< M, # L C K,d; & Ar}.
Szamoljuk meg kétféleképp S elemeit.

Ha egy adott i-re ha ¢ ¢ Komm(K), akkor d;-nek minden K-koordinataja 0, igy
minden L C K-ra d; € Ar. Tehat minden (i, L) € S-re i € Komm(K).

Hai € Komm(K), akkor legyen a d; 1-es koordinatainak szdma f, és a 0-sok szdma
g. Ekkor f > 1. Egy L C K részhalmazra pontosan akkor teljesiil d; ¢ Ar, ha d;-nek
paratlan sok L-beli koordinataja l-es. Igy (az el6z6 lemma bizonyitasahoz hasonloan)
2/7129 = 29 1_fgleképpen valaszthatjuk meg tigy L-et, hogy d; & Ar legyen. Tehat
ezek alapjan |S| = |Komm(K)[2¢7!.

Masrészt minden L C K gazdag, igy mindegyikre < (M db ¢ van, hogy d; & Ap.
Mivel K-nak 0sszesen 2 — 1 nemiires részhalmaza van, ezért ebbdl az jon ki, hogy
|S| < (2% — 1)IM. Tehat

|Komm(K)|2* ! < (2* — 1)IM

2¢ -1 1
|[Komm(K)| < Sai IM = (2— )ZM

Es ezt kellett belatnunk. O

A 4.3 tétel bizonyitdsa. Azt kell belatnunk, hogy ha 0 <[ < k < %, akkor tetszéleges
n > 2-re, M € Ntra és dy,ds, ...,dy € F4 nemnulla vektorokra teljesiil, hogy vagy
legalabb (1—2k—2[)M azonos van a vektorok kézott, vagy pedig létezik egy o : F —
F% automorfizmus, hogy a(dy), ..., a(dy) koziil legalabb kM db 0-val és legalabb [ M
db 1-gyel kezdGdik.

Tegyiik fel, hogy van egy olyan K C [n] nemiires halmaz, ami nem szegény és nem
is gazdag. Ekkor a dy, da, ..., dj; vektorok koziil az Ax-ba es6k szama legalabb kM és
legfeljebb (1—1)M. Egy véges dimenzios vektortérnek barmely két azonos dimenzioju
altere atvihets egymasba egy automorfizmussal. Azaz Agx atviheté valamilyen o
automorfizmussal Ag)-be, mert mindketté n — 1 dimenziés altér Fj-ben. Ekkor
minden i-re d; € Ag pontosan akkor, ha a(d;) € Apy, azaz o(d;) 0-val kezdsdik.
Azaz a(dy), ..., a(dy) kozil legalabb kM db kezdddik 0-val és legalabb IM db 1-gyel.

Ha pedig barmely K C [n]| nemiires halmaz szegény vagy gazdag, akkor a 4.9 és 4.10
lemmdék miatt az Osszes szegény index alkotta halmaz gyarmatdnak mérete < 2kM,
az Osszes gazdag index alkotta halmaz kommiinjének mérete < 2IM, igy a d;-k koziil
tobb mint (1 — 2k — 2)M db nincs benne sem a szegények gyarmataban, sem a
gazdagok kommiinjében. Azonban minden ilyen d; megegyezik egyméassal, mert egy
ilyen d;-nek minden szegény indexnél a koordinataja 1, és minden gazdag indexnél a
koordinataja 0. Tehat ebben az esetben a vektorok kozott legalabb (1 — 2k — 21) M
azonos talalhato. 0

5. A FOPROBLEMA MEGOLDASA M < %N ELRE

Ebben a fejezetben Osszerakjuk az eddigi eredményeinket, hogy belassuk a f6prob-
lémat M < %N él esetén.
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5.1. Tétel. Ha adottak a k,l,d,a valds szamok, melyekre teljesil az aldbbi feltételek
mindegyike:

(1) 0<k,1,d <1,
(2) kti<t,
(3) <« < =

() T 1,d),

(5) minden 0 < 8 < a-ra teljesil U,.(8,dS3),

(6) minden k <r <1 —l-re teljesil Uy (ra, (1 —r)a),

akkor U(«) is teljesiil.

Bizonyitds. Legyen adottak a dy, ..., dyy nemnulla kiilonbségek F5-ben, ahol M < aN.

Legyen M = SN (ahol 0 < 5 < «). Ekkor T'(k,l,d) miatt vagy van legalabb dM

azonos a vektorok kozott, vagy van olyan a automorfizmusa Fj-nek, melyre a(d;),
a(dyy) koziil legalabb kM 0-val és legalabb [M 1-gyel kezdédik.

Az el6bbi esetben, mivel a N vektor koziil legalabb dfN megegyezik, ezért U, . (5, df)
miatt megoldhat6 a féprobléma.

Az utobbi esetben legyen rM azon i indexek szama, melyekre d; 0-val kezd6dik.
Ekkor £ < r < 1 —1. A nullaval kezd6dé d;-k szama rM = rON < ralN és az
I-gyel kezdédseké (1 — r)M = (1 —7)BN < (1 —r)aN. Igy Uy(ra, (1 — r)a)
miatt megoldhaté a féprobléma az a(d;) vektorokra, és igy a 4.1 lemma miatt a d;
vektorokra is. U

5.2. Tétel. Ha eqgy }l <A< % értékre U(N) teljesil, akkor U (4’;—;5) is teljestil.

Bizonyitds. Legyen a = &‘2*5. Tovabba legyen k = 3 — % és |l =2 — %, illetve

d = 1— 2k — 2[. Leellendrizziik, hogy az 5.1 tétel feltételei teljesiilnek ezekre az
értékekre.
Mivel 1 <A<

1+5 4245
ezért 4 < 4)‘+5 < 18

18; = —, vagyls 77 < a < %

Most belatjuk hogy0<l§k_§
e 0<le0<2-Yl o 0<8u—4N—1c0<2BH0 g1 =1_3)
Mlvel)\<1—8, ezert 56)\<®, igy ———)\_ﬁ—g %>0. Igyteljesul

[>0is.

e l<ke2-YH I3 3 58— (UA+1)<12a -3 3— (4N +1) < 4o
&2 4)\<4a<:>1—2)\<4’\+5<:>11 20 <4N+56<260 & 5 <A
Ez pedlg teljesiil, mert A > 1 Z 13, 1gy [ < k is fennall.

o k<! (:)3——§—<:>—<—4:>4a§%(:>04§3%.Mivela<%<3%,
ezert ez teljestl és igy k < =z is.

Belatjuk most azt is, hogy d > 0:

1= 2k -2 >0 2k+2 < leb—2 44— <] o922 <o
18a— (4A+4) <0 & 4 +4>18a & 4A+4 > 24X +5) & A > ¢, ami teljesiil,
mert tudjuk, hogy A > ; i

Az eddigiek alapjan az (1) feltétel teljesiil (példaul d <1, mert k,1 > 0).

A (2) feltétel is teljesiil, mert k+1 < 5 + 3 < 1

A (3) feltétel kovetkezik abbol, hogy = < a <3

A (4) feltétel kovetkezik a 4.3 tételbdl és abbol, hogy 0<I<Ek<

Az (5) feltételhez eldszér belatjuk, hogy (2 — d)a < 3

1
3
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2-dja<loda>20-1& (1-2k-20)a>2a—3 = L1>1+2k+2)a =
al+2k+2)=a(1+6— 2 +4-8H) <l oo (1l -22) <1l o lla— 20+
2) <1 B — (20 +2) < 1. (Ez utobbi pedig egyenlséggel teljesiil.)

Ebbél kovetkezik, hogy minden 0 < 8 < a-ra teljesiil df > 25 — %: ez azért van,
mert, df > 25 — % & % > (2 —d)B, és tudjuk, hogy mivel d < 1, igy 2 —d > 0, ezért
2-d)p<2-da<y

Az (5) feltételben ha 0 < 5 < i, akkor U,.(B,dp) nyilvan igaz, mert a 2.6 tétel
miatt < %N él esetén a f6probléma mindig megoldhato. Ha pedig % < B < a, akkor
U..(B,dB) belatasahoz hasznéaljuk a 2.7 tételt: ez alapjan elegendd, hogy Lll <p< %
ésdp > 20— % Mivel a0 < %, az el6bbi nyilvan teljesiil, az utobbit pedig most lattuk
be. Ezzel az (5) feltételt minden fS-ra belattuk.

A (6) feltétel belatasahoz a 3.7 kovetkezmény miatt elegend az alabbiakat belét-
nunk minden k < r <1 — l-re (hasznalva, hogy ¥ < A < 1 és U(N)):

(6a) 0 <ra, (1 —r)a < 1,

b)) ra<i—(1-rja+:—3(1—-rja=32-3(1-r),

(6c) rae < A+ 3 — 3(1 — 7).

Ezek bizonyitéasa:

(6a)

ra, (1 —r)a > 0 trivialis.

Belatjuk, hogy (1 —l)o < 1

lI-Da<ltle (1248 a<lae (B _Ja<laer+i-a<lis
A§a<:>)\§4’;—;rs<:>)\§%,amiigaz.

Igy minden k <r <1—leseténra < (1—-la <1 és(1-r)a<(1-ka<
(1 —Da < § (hasznalva, hogy | < k).

(6b)
3 3 3
<2 _Za4?2 <r<i1-—
ra_8 2044—27’04, VE<r< l
3 3 1
<:>§oz—§§§roz, VE<r<1-1
@3 —3<1k
¢ T g =2

ami egyenlGséggel teljesiil.
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(6c)

1 1 1 1
< Z - _Z Z <r<l1l-—
ra_2)\+8 2a+2roz, VE <r < [

1 1 1 1
<:)§roz§—)\+§—§oz, VE<r<1-1
1 1 1
| —Da<irgi t
@30 -lasgd+g-ga

A1 —Da<4r+1—4a

AN+1

@4(1—2+

AN +1
<:>(—4—|— i )04§4)\+1—4a
Q

S —da+4A+1 <4+ 1—-4a

ami egyenlGséggel teljesiil.
Az 5.1 tétel miatt U(e) = U (43£2) teljesiil. O

5.3. Tétel. A foprobléma megoldhate M < I%N élre.

>a§4)\+1—404

Bizonyz’tds Tekintsiik a (A\,)5°, sorozatot, melyet a kovetkezd rekurzié definial: A\ =

1, és minden n > l-re ), = 4’\" 1+5
Ekkor az alabbiakat VehetJuk észre a () sorozatrol:
1. Minden tagja kisebb ﬁ—nal az els6 tag i <

O R o e
A= T < o = g

2. A sorozat monoton né és konvergal s-hoz: ennek beldtasahoz elég azt
latnunk, hogy a tagok -0l vett tavolsaga mmden lépésben legfeljebb a felére csok-

5

155 akkor

és ha \,_1 < 18,

An
ken, azaz minden n > 1-re 1—8 -\ < BTI Ez pedig teljesiil, mert A = \,_; és
5 / AAt5 5 5 _ 4M5 5
)‘—Aesetenr_k<18 Ce2(F-BR)<H-rel-AP<f e

7 A < g 198 S A § , ami teljesiil.
TelJes 1ndukci()val belétjuk, hogy minden n > O-ra teljesiil U()\,). Nyilvan U(\g) =
U(3) teljesiil a 2.6 tétel miatt, és ha U(\,_;) teljesiil, akkor az 5.2 tétel miatt U(\,)
is (hiszen az el6z6 allitasok miatt § < X,—y < %)
Ez mivel )\ — %, azt jelenti, hogy a f6probléma megoldhato legfeljebb c¢N élre
minden ¢ < % esetén. Mivel 5N nem lehet egész (hiszen N 2-hatvany), ezért ebbél
koévetkezik, hogy U (%) is teljestil. 0]
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