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1 Bevezetés

A beszamoléban a matroidokra az M = (5, r) jelolést haszndljuk, ahol S egy
véges alaphalmaz és r : 2° — N a matroid rangfigguénye, ami teljesiti az
aldbbiakat:

(R1) r(0) =0
(R2) r(A) <r(A+z)<r(A)+1,VAC S,z e S
(R3) r szubmoduléris, vagyis r(4) +r(B) > r(ANB)+r(BNA),YA,BC S

Tovéabbd M matroid esetén jelolje r = r(S) a matroid rangjét.

Egy M = S(S,r) matroid ciklikusan rendezhetd, ha létezik az S alaphalmaz-
nak si,..., s, cilikus rendezése, amire teljesiil, hogy Vi € [n] esetén s;, $;41, ...
y Sitr—1 béazis.

Sejtés 1.1 (Kajitani-Ueno-Miyano [4]). FEgy M = (S,r) matroid akkor és csak
akkor ciklikusan rendezhetd, ha egyenletesen stri.

Tobb specialis matroidra is bizonyitott a sejtés, példaul grafikus és split
matroidok esetén [1] tovabbd, ha |S| és r(.S) relativ primek [5], akkor &ltaldnosan
is bizonyitott.

2 Saziikséges feltétel

Definicié 2.1. Egy M = (S,r) matroid egyenletesen siri, ha VX C S, X # (:

x| |8
"(X) = ()

Tétel 2.1. Ha a M = (S,r) matroid ciklikusan rendezhetd, akkor egyenletesen
surd.

Bizonyitds. Legyen B a matroid bazisainak halmaza, ekkor tetszéleges X C S

halmazra

r(X) =max|BN X]|.
BeB

Legyen s1,...,s|s| egy ciklikus korberendezés, és B' = {{si,...,si4r_1} :
i €[|S]]}. X C S esetén:

> |XnB|l=|X]-r.
BepB’

Ekkor létezik B € B, amire | X N B| > 'fg,’( = l*"fslf. Eléz6ek alapjan r(X) >
|X N B, tehat
XXX 1S

r(X) ~ |BNX| ~ ')fs‘f T




3 Paving matroid

Az egyenletes slirliség specidlis esetekben kénnyebben értelmezhetd feltételt is
adhat, mint a definicié, ezekkel a sejtés ekvivalens atfogalmazédsai adhatok.

Definicié 3.1. Egy M = (S,r) matroid paving (nagykérit), ha minden C C S
korre teljesil, hogy |C| > r.

Tétel 3.1 ([2]). Minden r rangid paving matroid elédll a kovetkezd alakban:
o Legyen (S, H) hipergrdf, ahol H = {Hy, ..., H:} a hipergrdf élei.
o Vi,je[t]isj: |H;NH;| <r—2.
Ekkor M = (S, B) matroid, ahol
B={BCS:|Bl=réspicltl: BC H;}
a matrotd bdzisai.

Megjegyzés. Minden ilyen mddon elddllitott B # O halmazrendszerrel M =
(S, B) matroid.

Kovetkezmény. A paving matroidok €s az ilyen hipergrdafok egyértelmien megfelel-
tethetdk egymdsnak.

Tétel 3.2. Legyen M = (S, r) paving matroid, amit a (S, H) hipergrdf dllit eld.
Ekkor M egyenletesen sirii pontosan akkor, ha teljestil, hogy VH € H :

—1
H| <t

151

Bizonyitds. Legyen X C S, ekkor X rangja a kovetkezd:

(X) min(r, | X]) haflHeH: X CH
T =

min(r — 1,|X]) hadHeH: X CH
Ha AH € H : X C H, akkor

x| _18

(X S
minden esetben teljesiil. Ha 3H € ‘H : X C H, akkor
Xl _Isl
min(|X|,r—1) = r
pontosan akkor teljesiil, ha |X| < =1 . [S].

(3
r—1
-|S| VH e H

|H| <



Ezzel a feltétellel a sejtés paving matroidok esetén atfogalmazhaté hipergrafokra
vonatkozoé sejtéssé.

Sejtés 3.1. Legyen (S, H) hipergrdf és r < |S|, amikre teljestilnek a kovetkezdk:

o VH e H: |H| < =L.[3]
e VFEHEH:|FNH|<r—2 ha F#H.

Akkor teljesiil, hogy létezik si,...,s, ciklikus rendezése az S alaphalmaznak,
hogy minden B = {s;,...,8i1r—_1},3 € [n] esetén fH € H: B C H.

4 k-fold circuit

Definicié 4.1 ([3]). Legyen M = (S,r) matroid, D C S egy k-fold circuit, ha
r(D)=|D|—k, ésVee S:r(D—e)=r(D).

Megjegyzés. Ha M = (S,r) matroid esetén S egy k-fold circuit, akkor M-et
s k-fold circuit-nek nevezzik.

Lemma. Legyen M = (S,r) matroid, D C S egy k-fold circuit, akkor nem
létezik D' € D, amire D' k'-fold circuit, ahol k' > k.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik D' C D k’-fold circuit, ekkor |D’'|—r(D’) =
k', vagyis |D|—|D’| < r(D)—r(D’). Legyen D\D' = {eq, ..., e}, ekkor axiéma
miatt r(D —e; — ... —ei—1) <r(D—e1—... —¢e;) + 1. Ebb8l r(D —e1) <
r(D')+ |D| —|D'| =1 < r(D) — 1, vagyis D nem lehet k-fold circuit. O

Definicié 4.2. Legyen M = (S,C) matroid, ahol S a matroid alaphalmaza C
pedig a matroid korei. Legyen ~¢ ekvivalencia reldcio, ahol x,y € S':

zr~cy<—={CelC:zeC}={CeC:yecC}

Allités 4.1. Legyen M = (S,r) matroid egy k-fold circuit és M kéreinek hal-
maza legyen C. Legyen A = {A1,..., At} az ~c ekvivalencia reldcid osztdlyas.
Ekkor az S-beli (k — 1)-fold circuit-ek pontosan az S — A; halmazok Vi € [t].

Bizonyitds. Legyen A; = {ey,...,en}, ekkor S — ej-ben az {es,...,e,} ele-
meket mar nem tartalmazza kor, vagyis Vi € [2, m] teljesiil, hogy r(S—e; —e;) =
r(S —e1) — 1 Vi€ [2,m]. Masképpen A; barmely elemét torolve a maradék el-
emek coloop-ok. Vagyis r(S\A;) = r(S) — |A;| + 1 és minden e € S\ A; esetén
létezik C € C, amire e € C és C N A; = 0, vagyis S — A;-ben nincsen coloop.
Ebbdl kovetkezik, hogy |S\A;| — r(S\A;) = |S| — | 4| —7r(S) + 4| -1 =k — 1,
tehat S\ A; (k — 1)-fold circuit.

Legyen D C S egy (k — 1)-fold circuit, ekkor A; N D = A; vagy A;ND =0
minden A; € A-ra. Tegylik fel, hogy 1étezik A; € A, amire §) # A, N D C A;,
ekkor e € D N A; coloop, mivel nincsen kér D-ben, ami tartalmazna, vagyis D
nem lehet (k — 1)-fold circuit.



Ha D egy (k — 1) fold circuit, akkor pontosan egy A; € A létezik, amire
A;ND = . Tegylik fel, hogy S\D = A;, U...UA;,, akkor r(D) > r(S) —|Ai, | —
oo — A | + 2, mert az A;, és A;, torlésekor még biztosan van olyan elem, ami
nem csokkenti a rangot, tehdt |D| — r(D) < k — 2. O

Megjegyzés. Legyen M = (S,r) matroid és D C S egy k-fold circuit, ekkor a
(k — 1)-fold circuit-ek komplementerei D-ben particiét alkotnak.

Allitas 4.2. Legyen M = (S, r) matroid egyenletesen sird, ekkor S egy (|S|—r)-
fold circuit.

Bizonyitds. Csak annak kell teljesiilnie, hogy Ve € S : r(S —e) = r. Tegyiik fel,
hogy e € S-re nem teljesiil, ekkor

S—el _ IS|-1 _ Is|
r(S—e) r(S)—1" r(S)’
vagyis nem teljestil az egyenletes stiriiség. O

Tétel 4.1. Legyen M = (S,r) matroid k-fold circuit, ekkor M egyenletesen
stird akkor és csak akkor, ha YD C S, ahol D egy l-fold circuit teljesiil, hogy:

l
D|>—-|S
IEENE
Bizonyitds. Vizsgéaljuk azon D C S halmazokat, amikre |D| — r(D) = [, ezek

koziil elegendd a tartalmazdsra nézve minimédlisakat vizsgdlni, hiszen ha D’ C D
és |D'| — r(D') =1, akkor

Dl _ D]
r(D) T r(D')
A tartalmazasra nézve minimalis ilyen D halmazok pontosan az [-fold circuit-ek,
mivel D pontosan akkor nem [-fold circuit, ha Je € D : (D —e) = r(D) — 1,
ekkor D' = D — e, tartalmazdsra nézve kisebb.
Az egyenletes slirtiséghez teljesiilnie kell, hogy

Dl _ 18|
ID|-1~ r
S| _ 1
> 2
DIzt e = i8]
O

A k-fold circuit-ek a kovetkez6 ekvivalens atfogalmazéast adjak a sejtésere.

Sejtés 4.1. Legyen M = (S,r) egy k-fold circuit, amire minden | < k esetén
az osszes D C S l-fold circuit-re teljestl, hogy

l
EENED

Akkor M -nek létezik ciklikus sorbarendezése.

Megjegyzés. 2-fold circuit-re be lehet latni a sejtést a méretkorldtok alapjan.
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