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matroidokban

Varga Péter
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Budapest
2026



1 Bevezetés

A beszámolóban a matroidokra az M = (S, r) jelölést használjuk, ahol S egy
véges alaphalmaz és r : 2S → N a matroid rangfüggvénye, ami teljeśıti az
alábbiakat:

(R1) r(∅) = 0

(R2) r(A) ≤ r(A+ x) ≤ r(A) + 1, ∀A ⊆ S, x ∈ S

(R3) r szubmoduláris, vagyis r(A) + r(B) ≥ r(A ∩B) + r(B ∩A),∀A,B ⊆ S

Továbbá M matroid esetén jelölje r = r(S) a matroid rangját.
Egy M = S(S, r) matroid ciklikusan rendezhető, ha létezik az S alaphalmaz-

nak s1, . . . , sn cilikus rendezése, amire teljesül, hogy ∀i ∈ [n] esetén si, si+1, . . .
, si+r−1 bázis.

Sejtés 1.1 (Kajitani-Ueno-Miyano [4]). Egy M = (S, r) matroid akkor és csak
akkor ciklikusan rendezhető, ha egyenletesen sűrű.

Több speciális matroidra is bizonýıtott a sejtés, például grafikus és split
matroidok esetén [1] továbbá, ha |S| és r(S) relat́ıv pŕımek [5], akkor általánosan
is bizonýıtott.

2 Szükséges feltétel

Defińıció 2.1. Egy M = (S, r) matroid egyenletesen sűrű, ha ∀X ⊆ S,X ̸= ∅:

|X|
r(X)

≤ |S|
r(S)

.

Tétel 2.1. Ha a M = (S, r) matroid ciklikusan rendezhető, akkor egyenletesen
sűrű.

Bizonýıtás. Legyen B a matroid bázisainak halmaza, ekkor tetszőleges X ⊆ S
halmazra

r(X) = max
B∈B

|B ∩X|.

Legyen s1, . . . , s|S| egy ciklikus körberendezés, és B′ = {{si, . . . , si+r−1} :
i ∈ [|S|]}. X ⊆ S esetén: ∑

B∈B′

|X ∩B| = |X| · r.

Ekkor létezik B ∈ B′, amire |X ∩ B| ≥ |X|·r
|B′| = |X|·r

|S| . Előzőek alapján r(X) ≥
|X ∩B|, tehát

|X|
r(X)

≤ |X|
|B ∩X|

≤ |X|
|X|·r
|S|

=
|S|
r
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3 Paving matroid

Az egyenletes sűrűség speciális esetekben könnyebben értelmezhető feltételt is
adhat, mint a defińıció, ezekkel a sejtés ekvivalens átfogalmazásai adhatók.

Defińıció 3.1. Egy M = (S, r) matroid paving (nagykörű), ha minden C ⊆ S
körre teljesül, hogy |C| ≥ r.

Tétel 3.1 ([2]). Minden r rangú paving matroid előáll a következő alakban:

• Legyen (S,H) hipergráf, ahol H = {H1, . . . ,Ht} a hipergráf élei.

• ∀i, j ∈ [t], i ̸= j : |Hi ∩Hj | ≤ r − 2.

Ekkor M = (S,B) matroid, ahol

B = {B ⊆ S : |B| = r és ∄i ∈ [t] : B ⊆ Hi}

a matroid bázisai.

Megjegyzés. Minden ilyen módon előálĺıtott B ̸= ∅ halmazrendszerrel M =
(S,B) matroid.

Következmény. A paving matroidok és az ilyen hipergráfok egyértelműen megfelel-
tethetők egymásnak.

Tétel 3.2. Legyen M = (S, r) paving matroid, amit a (S,H) hipergráf álĺıt elő.
Ekkor M egyenletesen sűrű pontosan akkor, ha teljesül, hogy ∀H ∈ H :

|H| ≤ r − 1

r
· |S|.

Bizonýıtás. Legyen X ⊆ S, ekkor X rangja a következő:

r(X) =

{
min(r, |X|) ha ∄H ∈ H : X ⊆ H

min(r − 1, |X|) ha ∃H ∈ H : X ⊆ H

Ha ∄H ∈ H : X ⊆ H, akkor

|X|
min(|X|, r)

≤ |S|
r

minden esetben teljesül. Ha ∃H ∈ H : X ⊆ H, akkor

|X|
min(|X|, r − 1)

≤ |S|
r

pontosan akkor teljesül, ha |X| ≤ r−1
r · |S|.

⇕

|H| ≤ r − 1

r
· |S| ∀H ∈ H
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Ezzel a feltétellel a sejtés paving matroidok esetén átfogalmazható hipergráfokra
vonatkozó sejtéssé.

Sejtés 3.1. Legyen (S,H) hipergráf és r ≤ |S|, amikre teljesülnek a következők:

• ∀H ∈ H : |H| ≤ r−1
r · |S|

• ∀F,H ∈ H : |F ∩H| ≤ r − 2, ha F ̸= H.

Akkor teljesül, hogy létezik s1, . . . , sn ciklikus rendezése az S alaphalmaznak,
hogy minden B = {si, . . . , si+r−1}, i ∈ [n] esetén ∄H ∈ H : B ⊆ H.

4 k-fold circuit

Defińıció 4.1 ([3]). Legyen M = (S, r) matroid, D ⊆ S egy k-fold circuit, ha
r(D) = |D| − k, és ∀e ∈ S : r(D − e) = r(D).

Megjegyzés. Ha M = (S, r) matroid esetén S egy k-fold circuit, akkor M -et
is k-fold circuit-nek nevezzük.

Lemma. Legyen M = (S, r) matroid, D ⊆ S egy k-fold circuit, akkor nem
létezik D′ ⊊ D, amire D′ k′-fold circuit, ahol k′ ≥ k.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy létezik D′ ⊊ D k′-fold circuit, ekkor |D′|−r(D′) =
k′, vagyis |D|−|D′| ≤ r(D)−r(D′). Legyen D\D′ = {e1, . . . , et}, ekkor axióma
miatt r(D − e1 − . . . − et−1) ≤ r(D − e1 − . . . − et) + 1. Ebből r(D − e1) ≤
r(D′) + |D| − |D′| − 1 ≤ r(D)− 1, vagyis D nem lehet k-fold circuit.

Defińıció 4.2. Legyen M = (S, C) matroid, ahol S a matroid alaphalmaza C
pedig a matroid körei. Legyen ∼C ekvivalencia reláció, ahol x, y ∈ S:

x ∼C y ⇐⇒ {C ∈ C : x ∈ C} = {C ∈ C : y ∈ C}

Álĺıtás 4.1. Legyen M = (S, r) matroid egy k-fold circuit és M köreinek hal-
maza legyen C. Legyen A = {A1, . . . , At} az ∼C ekvivalencia reláció osztályai.
Ekkor az S-beli (k − 1)-fold circuit-ek pontosan az S −Ai halmazok ∀i ∈ [t].

Bizonýıtás. Legyen Ai = {e1, . . . , em}, ekkor S − e1-ben az {e2, . . . , em} ele-
meket már nem tartalmazza kör, vagyis ∀i ∈ [2,m] teljesül, hogy r(S−e1−ei) =
r(S − e1)− 1 ∀i ∈ [2,m]. Másképpen Ai bármely elemét törölve a maradék el-
emek coloop-ok. Vagyis r(S\Ai) = r(S) − |Ai| + 1 és minden e ∈ S\Ai esetén
létezik C ∈ C, amire e ∈ C és C ∩ Ai = ∅, vagyis S − Ai-ben nincsen coloop.
Ebből következik, hogy |S\Ai| − r(S\Ai) = |S| − |Ai| − r(S) + |Ai| − 1 = k− 1,
tehát S\Ai (k − 1)-fold circuit.

Legyen D ⊊ S egy (k − 1)-fold circuit, ekkor Ai ∩D = Ai vagy Ai ∩D = ∅
minden Ai ∈ A-ra. Tegyük fel, hogy létezik Ai ∈ A, amire ∅ ̸= Ai ∩ D ⊊ Ai,
ekkor e ∈ D ∩ Ai coloop, mivel nincsen kör D-ben, ami tartalmazná, vagyis D
nem lehet (k − 1)-fold circuit.
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Ha D egy (k − 1) fold circuit, akkor pontosan egy Ai ∈ A létezik, amire
Ai∩D = ∅. Tegyük fel, hogy S\D = Ai1 ∪ . . .∪Ail , akkor r(D) ≥ r(S)−|Ai1 |−
. . .− |Ail |+ 2, mert az Ai1 és Ai2 törlésekor még biztosan van olyan elem, ami
nem csökkenti a rangot, tehát |D| − r(D) ≤ k − 2.

Megjegyzés. Legyen M = (S, r) matroid és D ⊆ S egy k-fold circuit, ekkor a
(k − 1)-fold circuit-ek komplementerei D-ben part́ıciót alkotnak.

Álĺıtás 4.2. Legyen M = (S, r) matroid egyenletesen sűrű, ekkor S egy (|S|−r)-
fold circuit.

Bizonýıtás. Csak annak kell teljesülnie, hogy ∀e ∈ S : r(S− e) = r. Tegyük fel,
hogy e ∈ S-re nem teljesül, ekkor

|S − e|
r(S − e)

=
|S| − 1

r(S)− 1
≥ |S|

r(S)
,

vagyis nem teljesül az egyenletes sűrűség.

Tétel 4.1. Legyen M = (S, r) matroid k-fold circuit, ekkor M egyenletesen
sűrű akkor és csak akkor, ha ∀D ⊆ S, ahol D egy l-fold circuit teljesül, hogy:

|D| ≥ l

k
· |S|

Bizonýıtás. Vizsgáljuk azon D ⊆ S halmazokat, amikre |D| − r(D) = l, ezek
közül elegendő a tartalmazásra nézve minimálisakat vizsgálni, hiszen ha D′ ⊊ D
és |D′| − r(D′) = l, akkor

|D|
r(D)

≤ |D′|
r(D′)

.

A tartalmazásra nézve minimális ilyen D halmazok pontosan az l-fold circuit-ek,
mivel D pontosan akkor nem l-fold circuit, ha ∃e ∈ D : r(D − e) = r(D) − 1,
ekkor D′ = D − e, tartalmazásra nézve kisebb.

Az egyenletes sűrűséghez teljesülnie kell, hogy

|D|
|D| − l

≤ |S|
r

|D| ≥ l · |S|
r − |S|

=
l

k
· |S|

A k-fold circuit-ek a következő ekvivalens átfogalmazást adják a sejtésere.

Sejtés 4.1. Legyen M = (S, r) egy k-fold circuit, amire minden l ≤ k esetén
az összes D ⊆ S l-fold circuit-re teljesül, hogy

|D| ≥ l

k
· |S|.

Akkor M -nek létezik ciklikus sorbarendezése.

Megjegyzés. 2-fold circuit-re be lehet látni a sejtést a méretkorlátok alapján.

4



References
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