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1. Bevezetés

Hilbert-terek elméletébdl ismert az ugynevezett pozitiv operator fogalma: egy A €
B(H) operétor pozitiv amennyiben (Ax,x) > 0 minden x € H elemre. Ezt a fogalmat
altalanosithatjuk lokélisan konvex topologikus vektorterek kozott haté operdtorokra,
ahol a (-, -) egy anti-dualitdst jel5l. Munkdm sordn ezen operatorok kiterjeszthetGségét
vizsgaltam. Ehhez Tarcsay Zsigmond és Titkos Tamds harom nemrég megjelent cikkét
dolgoztam fel.

2. Operatorok kiterjesztése anti-dualis parokon

Anti-dudlis pdr alatt egy (E,F,(-,-)) hdrmast értiink, ahol E és F komplex vektor-
terek, (-,-) : F X E — C szeparél6 szeszkvilinedris fiiggvény. Ezt roviden (F, E)-vel
jeloljik. Megjegyezziik, hogy ekkor E algebrailag azonosithatd F algebrai dudlisa-
nak egy linedris alterével, illetve megadhatd rajta olyan topoldgia, amelyre nézve F
elemei folytonos funkciondlok, sét, az ilyen tulajdonsagi topoldgidk kozott van leg-
gyengébb, amit az (E, F) parhoz tartozé gyenge topoldgidnak neveziink és o (E, F')-fel
jeloliink. Hasonl6an, F is azonosithaté E konjugdlt algebrai dudlisdnak egy alterével,
és ha F-et ellitjuk a o(F,E) gyenge topoldgidval, akkor E elemei folytonos funkcio-
ndlok F-en. A folytonos linedris funkciondlok dltal meghatdrozott gyenge topoldgiat
gyenge-*-topolégidnak vagy w*-topoldgianak nevezziik. Ezen kivill még tobbféle rele-
vans lokdlisan konvex topoldgiat is megadhatunk anti-dudlis parokon, de mi a gyenge
topolégia mellett csak a B(E, F) illetve B(F,E) erSs topolGgidkat hasznéljuk.
Anti-dudlis parokon a Hilbert-terekhez hasonldan értelmezhetd a pozitiv és a szim-
metrikus operétor fogalma, méghozz4 az aldbbi médon. Legyen A : E O dom(A) — F
operator. Azt mondjuk, hogy A pozitiv, ha

(Ax,x) >0 Vxe&dom(A), (1)



és A szimmetrikus, ha

(Ax,y) = (Ay,x) Vx,y € dom(A). 2)

Megjegyezziik, hogy minden pozitiv operator szimmetrikus. Abban a specidlis esetben,
amikor E = F = H Hilbert tér, megkapjuk a B(H)-beli pozitiv illetve szimmetrikus
operator fogalmat.

Azt mondjuk, hogy A gyengén folytonos, ha folytonos az E-n és F-en értelmezett
gyenge topoldgidra nézve. A gyengén folytonos, linedris E — F operatorok halmazat
Z(E,F)-fel jeloljik. Egy A € Z(E,F) operdtor adjungéltja az az A* operdtor, mely-
re (Ax,y) = (A*y,x) x,y € E. A Hilbert-terek elméletében ismert Hellinger-Toeplitz
tétel egy messzemend altalanositdsa az a tény, hogy egy az E-n mindeniitt értelmezett
onadjungélt (tehat minden pozitiv) operdtor automatikusan gyengén folytonos. Ez is
indokolja a gyenge topoldgidk hasznalatat.

A feldolgozott cikkek egyik alapkérdése, hogy egy A : E O dom(A) — F linedris ope-
ratornak milyen esetben l1étezik pozitiv illetve onadjungélt kiterjesztése E-re. Az aldbbi
tételek igazolhatdak.

2.1. TETEL. Legyen (F,E) w*-sorozatteljes anti-dudlis pdar, A - E O dom(A) — F li-
nedris operdtor, ahol dom(A) C E linedris altér, és

W(A) := {Ax|x € dom(A), (Ax,x) <1} CF. 3)

Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

(i) létezik A : E — F pozitiv operdtor; amelyreﬂ\dom(A) =A,
(ii) W(A) B(F,E)-korldtos F -ben,

(iii) W (A) o (F, E)-korldtos F -ben,

(iv) minden'y € E elemhez létezik olyan My > 0, hogy

|(Ax,y)[> < My(Ax,x) Vx € dom(A). 4)

Amennyiben ezek a feltételek teljesiilnek, létezik Ay Krein-Neumann kiterjesztés, amire
Ay < A teljesiil minden A : E — F kiterjesztés esetén.

Legyen A € Z(E, F) rogzitett pozitiv operator. Azt mondjuk, hogy az Sy : E D dom(Sp) —
F szimmetrikus operator A altal dominalt, ha

|(Sox,y) > < o (Ax,x)(Ay,y) Vx € dom(Sp),y € E )

fenndll. A legkisebb ilyen o konstanst nevezziik az Sy operator A-korldtjanak és o4 (So)-
lal jeloljiik.

2.2. TETEL. Legyen (F,E) w*-sorozatteljes anti-dudlis pdr, A € L (E,F) és Sy : E D
dom(Sy) — F A dltal domindlt szimmetrikus operdtor. Ekkor Sy-nak léteznek Sy, Sy €
Z(E,F) kiilonbozd kiterjesztései, melyekre

0 (Sm) = 0ta(Sm) = aa(S), (6)
tovabbd Sy onadjungdlt kiterjesztéseire fenndll
[Sm,SM] Z{So CS:S*,(XA(S):(XA(SO)}. (7)



Legyen A,B,C € Z(E,F), és tekintsiik a beldliik 4116 [é

xot (vagy operdtorrendszert). Egy ilyen rendszert pozitivnak neveziink, ha 1étezik olyan

D e Z(E,F), amire [Ié

Bl .. ) o
. hidnyos operatormatri-

IB) pozitiv. Ennek nyilvan sziikséges feltétele, hogy A pozi-

P L . A B ,
tiv és C = B*, ezért innentdl az [ B *} esetre szoritkozunk.

Amennyiben (E}, F}) és (Ea, F>) w*-sorozatteljes anti-dudlis parok, A € Z(E;,F) >
0, és B € Z(E|,F,) pedig gyengén folytonos operatorok, az {2 li ] rendszer poziti-

vitdsdnak sziikséges és elégséges feltétele az alabbi:
Minden y; € E, elemhez létezik olyan M, > 0 konstans, amire

[(Bx1,y2)|* < My, (Ax1,x2) Vi € Ej. (8
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