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1. Bevezetés

1.1. Definicié. Egy R gylriinek a projektiven illetve injektiven definialt nagy finitisztikus dimen-

zibja az alabbi moédon definidlhato:
Fin-pro R = sup{pd M | M € R-Mod, pd M < oo},

Fin-inj R = sup{pd M | M € R-Mod, id M < oo}.

Ehhez hasonlbéan a kis finitisztikus dimenzio:
fin-pro R = sup{pd M | M € R-mod, pd M < oo},

fin-inj R = sup{pd M | M € R-mod, id M < oo},

c sz

Mivel fin-inj A = fin-pro AP, ezért a kettd koziil elég csak az egyikkel foglalkozni, igy ha nem
mondjuk kiilén, hogy injektiven vagy projektiven definidlt finitisztikus dimenziérdl van szé, akkor

altalaban a projektiven definidltrél beszéliink, és ilyenkor ezt Fd és fd szokta jeldlni.

1.2. Sejtés. (Finitisztikus dimenzio sejtés)

Legyen A egy véges dimenzids algebra. Ekkor:
1. fdA=FdA.
2. fd A < o0.

Az elsé sejtésre sziiletett ellenpélda, de a masodik pontra még nyitott a kérdés. Az el6z6 kuta-
témunkam[4] alatt lattunk specidlis algebra osztdlyokat amelyekre igaz a sejtés, pl. radikal kob = 0
esetlén, monomidlis algebrakra, Is trividlisan igaz a sejtés reprezentacié véges algebrékra. Azonban
a finitisztikus dimenzié konkrét kiszamoldsa, illetve annak eldontése, hogy fin-inj A és fin-pro A
kozott milyen relacié van, dltalaban szintén nehéz.

A finitisztikus dimenzié korlatozésara és kiszamolasara mindenféle 4j invariansok bevezetése egy
lehetséges ut. Gélinas erre vezette be egy algebra kihurkolasi szintjét, fin-pro A < del A.

A kutatomunkam sordan 3 cikkel foglalkoztam, melyek ezt a kihurkolési szintet viszgdljak. A Gélinas-
cikk[2] a kihurkoldsi szint alapja, itt vezette be a fogalmat. A Ringell5| cikk a kutatémunka f&
anyaga, ahol Nakayama-algebrdknal ad a finitisztikus dimenziéra kiszamolasi modszert, és bebizo-
nyitja hogy Nakayama-algebrakra igaz, hogy fin-inj A = fin-pro A. Végill kitekintésként szolgél az

Igusa-Guo cikk[3], mely a kihurkoldsi szint tovabbi forméit definidlja és vizsgalja.



2. A kihurkolasi szint

2.1. Definicié. Ha M egy modulus, legyen QM az els6 syzygy-je (a projektiv fed6 PM — M
magja) és XM az els6 cosyzygy-je (az injektiv burok M — IM komagja). Egy modulus kihurkoldsi
szintje (angolul: delooping level) del S a legkisebb d > 0 szdm, amire Q%S direkt 6sszeadandéja
P @ Q1M -nek, ahol M’ és P végesen generalt modulusok és P projektiv. Egy A algebra kihur-
kolasi szintje del A = maxg del S, ahol S végigfut az egyszerli modulusok izomorfiatipusain.
Duélisan lehet definidlni egy modulusra, majd egy algebrara az aldbbi mennyiséget (angolul: de-
suspending level)

des M a legkisebb d > 0 szam, melyre ¢S direkt 6sszeadanddja I @ L1 M’-nek, ahol M’ és P’

végesen generdlt modulusok és I injektiv, tovaibba des A = maxg des S.
A cél az alabbi tétel:

2.2. Tétel. Ha A egy Nakayama-algebra, akkor
fin-pro A = fin-inj A = del A

és specidlisan
fin-pro A = max min{pd S, pd IS},

ahol S végigfut az egyszerd modulusokon.

A 22| tételhez el6bb a kihurkoldsi szintre vonatkoz6 allitasok kovetkeznek, majd beldtjuk, hogy

ezen allitasok feltételei igazak a Nakayama-algebrakra.

2.3. Allitas (Gélinas). Legyen M egy végesen generdlt modulus. Ha létezik eqy N (nem feltétlendil
végesen generdlt) modulus véges d > 1 injektiv dimenzicval dgy, hogy Extd(M, N) # 0 akkor
d <del M.

2.4. Kovetkezmény. Fin-inj A < del A.
A Allitas duélisabél kovetkezik az is, hogy:
2.5. Kovetkezmény. Fin-pro A < des A
2.6. Allitas. Ha X részmodulusa a végesen generdlt Y modulusnak, akkor

del X <pdY.

Az el6z6 allitds és annak dudlisdnak kovetkezménye az alabbi tétel:

2.7. Tétel. Tegyiik fel hogy minden S egyszerii modulus részmodulusa eqy végesen generdlt Mg

modulusnak, melynek véges a projektiv dimenzidja. legyen d = maxg pd Mg. Ekkor
Fin-inj A < del A < d < fin-pro A.

Tovdbbad:
Fin-pro A < des A < d’ < fin-inj A,

ahol d' = maxgid Ng, ahol Ns eqy végesen generdlt modulus, melynek faktora S és id Ng véges.

2.8. Kovetkezmény. Tegyiik fel hogy minden S egyszerid modulus részmodulusa egy végesen ge-
nerdalt Mg modulusnak, melynek véges a projektiv dimenzidja, tovibbd minden S faktora egy vé-
gesen generdlt Ng modulusnak, melynek véges az injektiv dimenzidja Legyen d = maxg pd Mg,
d’ = maxgid Ng. Ekkor:

fin-pro A = fin-inj A = Fin-pro A = Fin-inj A = del A =desA=d = d'.



3. Nakayama-algebrak kihurkolasi szintje

3.1. Definicié. Egy A algebrat akkor hivunk Nakayama-algebranak, ha minden direkt felbontha-
tatlan projektiv A-modulus és minden direkt felbonthatatlan injektiv A-modulus egysoros. Ha A
Nakayama-algebra, akkor A°P is Nakayama-algebra.

A Nakayama-algebrak jellemzése a [1] konyvbol:

3.2. Tétel. Egy A dsszefiggd algebra Nakayama-algebra akkor és csak akkor ha a Q4 grdifjia az
aldbbiakbol az eqyik:

o Fgy egyenes iut: 1 <+~ 2434 ...+ n—1+n

o Egy kor:

S

3.3. Tétel. Legyen A egy osszefliggé Nakayama-algebra, és legyen M egy felbonthatatlan A-
modulus. Ekkor létezik eqy P felbonthatatlan projectiv A-modulus és eqy t egész ugy, hogy M =

P/rad’ P. Specidlisan A reprezentdcié-véges.

2020-ban Sen megmutatta, hogy fin-inj A = fin-pro A Nakayama-algebrakra. A Gélinas altal
bevezetett kihurkolasi szinttel azonban Ringel egy sokkal révidebb bizonyitast tudott adni erre,
tovabba a finitisztikus dimenzié konkrét kiszamoldsara is adott egy modszert Nakayama-algebrak
esetén.
A Nakayama-algebrdk modulus struktirdjit kihasznalva nem-trividlis médon el lehet jutni a ko-

vetkezo tételhez:

3.4. Tétel. Legyen A egy Nakayama-algebra és S eqy egyszerd modulus. Ekkor pd S pdratlan vagy
pd IS pdros. (Specidlisan S és 1S kozil legaldbb az egyiknek véges a projektiv dimenzidja.)

Ekkor a [2.8] tétel alapjan Nakayama-algebrakra a kovetkezét kapjuk:

3.5. Tétel. Legyen A Nakayama-algebra. Ha S egyszeri, legyen Ms = S, ha S-nek véges a projektiv
dimenzidja, kilonben legyen Mg = IS. Legyen d = maxg pd Mg

fin-pro A = fin-inj A = del A = d.

3
3.6. Példa. Legyen az G a kovetkezo graf: 7/ \@ Tovabba legyen
1 2

«

I = (By,vap) < KG
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Ekkor A = KG/I algebra direkt felbonthatatlan projektiv modulusai P, = 2, P, = 3,P3 =1,

3 2
5 3 1
direkt felbonthatatlan injektiv modulusai pedig I = X L=113=2
2

Az egyszeri modulusok projektiv felbontédsai:

0P —-P—1—=0
.o P3 > P P3P, —>2—-0

. > P3P —-P;—-3—=>0

Vagyis pd1 = 1, pd2 = pd3 = oco. Az el6z8 tétel szerint My = Si. Sy injektiv burka I, S3
injektiv burka I3. mivel Iy = P3 és I3 = P, ezért pd My = pd M3 = 0. Az el6z6 tétel szerint tehat
fin-pro A = maxg pd Mg =1 = del A = maxg del S.

del S; = 1, hiszen S; nem lehet syzygy (nincs semelyeik felbonthatatlan projektiv talpaban), és

3
QS1 = P, projektiv. del So = del S3 = 0, hiszen S, = ) <1> és S3 = OS5, Tehat del A = 1 ami

megegyezik a tétel alapjan kijott szammal.

4. Kitekintés

Mivel a kihurkolasi szam mindig egy fels6 becslést ad a finitisztikus dimenzidra, ezért hasznos lehet
a finitisztikus dimenzi6 sejtéshez. Azonban vannak olyan példéak, ahol a finitsztikus dimenzi6 véges,
de a kihurkolasi szam végtelen, igy a sejtés megoldasahoz nem elég.

Igusa és Guo cikke|3] a kihurkoldsi szdm kiilonb6z6 véltozatait vezeti be, amiben a derivélt kihur-
kolasi szam és a szubderivalt kihurkolasi szam jobb felsé becslést ad, mint a sima kihurkolasi szam.
Jelenleg nem ismeriink olyan példat, ahol a derivalt kihurkolasi szim ne lenne egyenlo a finitiszti-
kus dimenzidval, ami azért lenne pozitiv, mert a derivalt kihurkolasi szdmot kénnyebb kiszdmolni,

mint a finitisztikus dimenziét.
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