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1 Bevezetés

A BSc-szakdolgozatomban a Neumann-reguldris gytiriiket targyaltam. Kozismert eredmény, hogy
ezen gylrlik Jacobson-radikalja 0. Viszont a bizonyitadsban hasznilt tulajdonsidg egy természetes
gyengitése is elég ehhez.Fzen gyengébb feltételnek elegettevd gytiriiket fogjuk a tovabbiakban idem-
potens osztégylriiknek nevezni.

Els6 korben par egyszer allitdst mondunk ki a gytirtiosztalyrol, ezek nagy része gy keletkezett,
hogy Goodearl Neumann-reguldris gytirtikrél sz616 [1] konyvében szerepld allitdsokat vizsgdltunk,
hogy teljesiilnek-e idempotens osztégytrikre.

Majd megmutatjuk, hogy az Idempotens osztégyliriik osztalya hatdarozottan bévebb a Neumann-
reguldris gyfirtik osztdlydndl. Ehhez egy hasonlé gytirfiosztalyrdl, a Zorn-gytirtikrél sz6lé [4] cikket
hivunk segitségiil. A Zorn-gyfiriikek t6bb ekvivalens jellemzése van mi Kaplansky [2] konyében
szerepl6 definiciot haszndljuk.

Majd végill megprébalunk az idempotens osztégytiriik alapjan modulusosztélyokat definidlni,
ehhez a [3] cikkbdl nyeriink ihletet.

A beszamol6 sordan modulus alatt altalaban balmodulust fogunk érteni, és feltesszik, hogy a

gyuriik egységelemesek.



2 Allitasok a gyliriosztalyrdl

Definicié 1. Egy R gydrd jobb (bal) idempotens osztégyird, ha V. 0 # x € R Jy € R, hogy
0 # zy = (zy)? (illetve 0 # yx = (yz)?).

Tétel 2. R pontosan akkor jobb idempotens osztogylird, ha bal idempotens osztogyiri.

Bizonyitds. Ha R jobb 1.O., akkor 0 # = € R esetén Jy € R, hogy 0 # xy = xyzry. Vizsgdljuk
yxyx-et.

(yxyz)? = yryryryr = y(xy)3z = yryw. Tehit yry balrdl idempotensbe szorozza z-et. MAr
csak arrdl kell megbizonyosodnunk, hogy yaxyz # 0. 0 # xy = (vy)? = ryxyry = v(ywyx)y. Tehét,
ha yxyx = 0 lenne, akkor zy = 0, amirél feltettiik, hogy nem 0. O

Megjegyzés 3. Tehdt innentdl kezdve elég idempotens osztogyiirikrol beszélniink, a definicid jobb-
bal szimmetrikus. Tovdbbd vegyiik észre, hogy yxy jobbrdl és balrol is mem nulla idempotensbe
szorozza x-et. Tehdt feltehetd, hogy ugyanaz az elem szorozza jobbrdl és balrdl idempotensbe x-
et. Vegyuk észre, hogy erdsebb dlliast bizonyitottunk, méghozzd azt, ha egy adott elemet jobbrol

idempotensbe tudunk szorozni, akkor balrdl is.

Megjegyzés 4. Sit, ennél tobb is igaz, méghozzd, ha x € R esetén Iy, z € R, hogy yrz = yrzyxz,
vagyis x két oldalrol idempotensbe szorozhatd, akkor a fentiek alapjin xzyxzy = (vzyxzy)?, vagyis

x jobbrol is idempotensbe szorozhato.

Alapvet6 példék: Minden Neumann-reguldris gytri 1.O.

Most vigzsgédljuk mely gytirtielméleti konstrukcidkra zart a fogalom.

Q I.0., hiszen minden nem 0 elemnek van inverze, de Z < Q nem I.0., hiszen ebben a gytiriiben
az 1 az egyetlen nem 0 idempotens de nincs mindennek inverze. Ami azt jelenti, hogy az 1.0.-k

osztalya nem zart a részgytri képzésre.
Allitas 5. Ha I <R kétoldali idedl R I.0.-ban, akkor I maga is 1.0..

Bizonyitds. 0 # x € I esetén Jy € R, hogy 0 # zy = (zy)?. De mint tudjuk, ilyenkor z = yxy
esetén 0 # z2 = (22)2, de 2 € I, hiszen I kétoldali ide4l. O

Allitas 6. 1.0. faktora szintén I.0.



Bizonyitds. Ha xy = (zy)?, akkor (z+1)(y+1) = ((x+1)(y+1))?, hiszen a mfiveletek jél definidltak

a mellékosztalyokon. O

Allitas 7. Ha R gylriben, I 4 R kétoldali idedl I.0., valamint a vele vett faktor R/I szintén I.0.,

akkor R is 1.O. Azaz 1.O. osztdlya zart a bévitésre.

Bizonyitds. Vegyiink tetszéleges 0 # = € R elemet ehhez, taldlunk megfelel§ elemet, amely idem-
potensbe szorozza.

Ha x € I, akkor kész vagyunk, hiszen I 1.0O. Kiilénben « + I # I. Ekkor 3y + I € R/I, hogy
zy+ 1 =zyxy + I = zyxy — axy € 1. Ha xyzy — vy = 0, akkor kész vagyunk. Tehat mivel I 1.O.,
figy 3z € I, hogy (zyxy — 2y)z = ((zyzy — xy)z)?. De ekkor x(yzy — y)z = (v(yry — y)z)?. Tehat

(yzy — y)z idempotensbe szorozza z-et. O
Most pedig kovetkezzen egy karakterizacié.

Tétel 8. R gyiirire ekvivalensek a kovetkezdk:
(1) R idempotens osztdgytir.
(2) VI < R balidedlra, AL < R, balidedl, hogy L < I, és L generdlhaté idempotens elemmel.

(Azaz minden balidedlban van direkt dsszeadandd.)

Bizonyitds. (1) = (2) :

0 # x € I esetén Jy € R, hogy zy = (wy)?, de I balidedl, {gy zy € I. Ekkor L = xyR egy
idempotens altal generalt balidedl, mely része I-nek.

(2)=(1):

TetszOleges 0 # = € R elemre vegylik az altala generdlt balidealt, azaz xR < R-et. Ekkor a
feltétel alapjan de € R idempotens, hogy eR < xR. Ekkor e € eR = e € xR = dy € R, hogy
Ty = e.

O

Megjegyzés 9. e = e miatt e € eR akkor is teljesiil ha R nem 1-elemes, tehdt nem haszndljuk az

1-elemességet.
Allitas 10. Idempotens osztogytri centrumdban nicsen nem 0 nilpotens elem.

Bizonyitds. Indirekt médon tth.: 30 # x € Z(R) nilpotens elem, hogy 2™ = 0. Ekkor Jy € R, hogy
0 # 2y = (zy)? = (vy)" = 2"y = 0, ami ellentmondés. O



Megjegyzés 11. Kommutativ idempotens osztogytirinek nincsen nem 0 nilpotens eleme. (Hiszen

ennek centruma az egész gyird.)
Allitas 12. Ha R I. 0., és e € R idempotens, akkor eRe szintén I.0.

Bizonyitas. Legyen 0 # x € eRe. Ekkor x = exe. Mivel 0 # exe € eRe, igy Jy € R, hogy
0 # exey = (ewey)? = exeyexey.

Most belatjuk, hogy eye € eRe megfelels valasztds lesz. exeeye = exeye. (exeye)? = exeyeereye =
exeyexeye = exeye, hiszen exey-rol tudjuk, hogy idempotens. Most vegyiik észre, hogy ereye " meg-
talalhatd” szorzétényezéként (exey)?-ben, ami feltevésiink alapjan nem 0, tehéat exeye sem lehet 0.

O
Most emlékezziink vissza az egységreguldris gytriik definicigjara:
Definicié 13. Egy R gyiri egységrequldris, ha Va € R gyirielemhez Ju € R egység, hogy aua = a.

A Neumann-reguléris gylriikhéz hasonléan az egységreguléris gytriiket is megprobalhatjuk altaldnositani,

a kovetkezd mddon.

Definicié 14. Egy gyliri egység idempotens osztogyiri, ha Ya € R esetén Ju € R eqység, hogy

au = auaw idempotens.
Allitas 15. Az eqység idempotens osztogytrik, pontosan az egységreguldris gytirik.

Bizonyitds. Vilagos, hogy egy egységregularis gylirli, egység idempotens osztégytirt, hiszen Va € R
esetén Ju egység, hogy aua = a, de ekkor au = auau idempotens.

Illetve minden egység idempotens osztogytirli egységreguléris, hiszen Va € R esetén Ju € R
egység, hogy au = auau idempotens, de ekkor jobbrél u~'-el 4tszorozva megkapjuk, hogy aua =

a. O
Tehat ekvivalens definiciét adtunk az egységreguléris gytiriikre.
Allitas 16. Ha eqy idempotens osztogytrii Noether, akkor féligegyszeri

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy R egy Noether idempotens osztégytiri. Most pedig indirekten tegyiik
fel, hogy létezik M < R balidedl, hogy M nem direkt Osszeadandé R-ben. Ekkor mivel R idem-
potens osztogytiri, igy 1étezik M-ben nem nulla direkt osszeadandé. Legyen K a maximalis direkt
osszeadandé M-ben, ami létezik, hiszen R Noether. Ekkor 3L < R, hogy R = KL, tehdt
M = K@(LNM). Igen am, de ekkor L N M-ben is 1étezik nem nulla direkt Gsszeadanddé N,



valamint S, hogy R = N @ S. De ekkor N L-ben is direktosszeadandd, és L = N @(S N L). Tehat
R=K@N@PISNL), ahol K < KN < M, ami ellentmondds, mivel N nem nulla, illetve K

maximalis. Tehat minden balidedl direkt 6sszeadandé, azaz a gytra féligegyszeri. O

3 Példak

Mivel az idempotens osztogyliriikk a Neumann-regularis gytriik dltalanositasa, igy természetes elvéras,
hogy mutassunk egy olyan idempotens osztégyfiriit, mely nem Neumann-reguldris. Ehhez a [4]

cikkben fellelhet6 példa alapjan konstrudljuk meg a kovetkezd gytirit:

Definicié 17.
RQ.,Z)={z €[, Q | wvéges sok index kivételével x; € 7}

Allités 18. 4 fent definidlt R(Q,Z) idempotens osztdgylri, de nem Neumann-reguldris.

Bizonyitds. Vilagos, hogy a gylri idempotens osztogytlri, hiszen egy nem 0 elemének valasszuk
ki az els6 nem 0 koordindtajat, és szorozzuk meg azzal az elemmel, melynek ezen koordindtaja a
koordindta inverze, a tébbi pedig 0. Ez az elem egy olyan elem, melynek egyik koordinatija 1, a

tobbi 0, ami idempotens.

Az is vildgos, hogy a gylirli nem Neumann-regularis, hiszen valasszuk a (2,2, ...) elemet (melnyek
minden koordindtdja 2). Ahhoz, hogy ennek az elemnek legyen kvéziinverze, koordinatanként kéne

kvaziinverz, melyekbol csak véges sokat tudunk hasznélni, a gy{iri definiciéja miatt. O

Megjegyzés 19. llletve a fenti példdt dltaldnositani lehet Neumann-reguldris gydrikre, mégohozzd,
ha L eqy Neumann-reguldris gyiird, hogy AK < L, hogy K nem Neumann-reguldris, akkor a ha-
sonléan definidlt R(L, K) idempotens osztogylrt lesz, de nem Neumann-reguldris, a fenti dllidssal

analég indokldssal.
Tovabba fellelhet6 egy tovabbi gytrtiosztély, a Zorn-gytrik osztalya.

Definicié 20. Egy R gytri Zorn-gyiri, ha tetszdleges x € R nem nilpotens elemhez létezik y € R,
hogy xy idempotens.

A definiciébdl teljesen vildgos, hogy az idempotens osztégyliriik a Zorn-gytriik specidlis esete.
Tehat kéne egy olyan Zorn-gy{iri, mely nem idempotens osztogytrii.

Szerencsére ilyet nem nehéz mutatni.



Allités 21. Zy ilyen.

Bizonyitds. A 11. allitas miatt vildgos, hogy Z4 nem idempotens osztégytiri, hiszen kommutativ, és

2 nilpotens. De Zorn-gytri, hiszen 1 és 3 egyarant invertalhato.

4 ﬁjabb kérdések, gytiri, és modulusosztalyok

Mar latttuk két ekvivalens jellemzését az idempotens osztégytirtiknek, most pedig kovetkezzen par
moduluselméleti megkozelités, altalanositas.

Vizsgalhatjuk a kovetkezd két tulajdonsagot:

Definicié 22 (1. Tulajdonsig). Legyen R gyiird, VM bal R-modulusra YL < M részmodulusban

van direktosszeadando.
Definicié 23 (2. Tulajdonség). R gydrd, VM bal R-modulus esetén Endr(M) idempotens osztdgyird.

Vildgos, hogy az 1.Tulajdonsdggal rendelkezé gytiriik idempotens osztégytirtik, hiszen g R mint
onmaga felett vett bal modulus esetén a feltétel éppen az ekvivalens megfogalmazasunk direktosszadanddkkal
(7. Tétel).

Az is vildgos, hogy a 2. Tulajdonsagbdl szintén kovetkezik, hogy R idempotens osztégyitiri,

hiszen ismét p R-et vizsgélva, az egységelemesség miatt, Endg(R) izomorf R-el.
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