Toth Kitti egyéni kutatémunka 2. beszamolo

1. Bevezetés

A kovetkezd félévben tervezem karakterosszegek hasznalatat arra vonat-
kozolag, hogy a diszkrét logaritmus, més néven index mennyire jol kozelithe-
t6 (esetleg tobbvaltozos) polinomfiiggvénnyel. Ezért idén a diszkrét logarit-
mus tanulményozasa mellett a karaktertsszegekben is elmélyedtem. Tehat
az egyéni kutatomunka 2 tantargy keretein beliil f6leg a karakterekkel foglal-
koztam. Az Gsszefoglald soréan a tételeket és allitasokat bizonyitéasok nélkil
fogom ismertetni.

2. Karakterek

Az additiv és multiplikativ karakterek bevezetéséhez elGszor ismertetem a
csoport karakterek fogalmat, és néhany tulajdonsagat. Emellett sziikség lesz
még a karakterek jellemzéséhez egy fontos szamelméleti fiiggvényre, amely a
kovetkezs:

2.1. Definici6. Legyen e(a) = 2™, és legyen e, (o) = e*™'m = e(2).

Itt e() csak « tortrészétdl fiigg, és e(a) periodikus, 1 periddushosszal.
Ez kénnyen lathato, az f : R — C ,f(t) = e = cost + isint vizsgalataval,
amely periodikus, és periodushossza 27.

2.1. Csoport karakterek

A csoport karaktereket csak véges Abel csoportokra fogom bevezetni. Al-
talanos csoportok karakterére nem lesz sziikségem a diszkrét logaritmus ké-
s6bbi vizsgalata soran, igy azokat nem ismertetem. Két fontos eset: G; =<
Lpy + >, €s Gy =< Z7,, x >, ahol G; a mod m maradékosztalyok additiv
csoportja, és Go a Z,, redukalt maradékosztalyainak multiplikativ csoport-
ja. El6bbi esetben a csoport karakter additiv karakter, mig az utdébbiban
multiplikativ karakter.

2.2. Definicié. Legyen G véges Abel csoport. Ekkor y : G — C csoport
karakter G-n, ha teljesiti az aldbbiakat:



1. x nem azonosan nulla G-n

2.V g,9,€G: X(gigj) = X(Qz‘)X(Qj)

2.3. Allitas. Legyen x karakter G-n, és legyen G egységeleme u. Ekkor

1. x(u) =1
2.VgeG:(x(9)=1
2.4. Allitas. 1. Legyen xo : G — C olyan, hogy Vg € G : x(g9) = 1.

Ekkor xo egy karakter G-n, melyet trivialis katekternem vagy fékarak-
ternek hivunk.

2. Legyen x karakter G-n, ekkor x konjugdltja is karakter G-n, és a ko-
vetkezd mddon értelmezzik: X : G — C, ahol¥g € G : X(9) = x(9).
Ezt nevezziik konjugdlt karakternek.

3. Két karakter szorzata is karakter: legyenek x1, x2 karakterek G-n. Ek-
kor a x(9) :== x1(9)x2(g9) Vg € G mddon definidlt x is karakter G-n.

4. Legyen G = Gy x Gy. FEkkor x karakter G-n < ha létezik x1 karakter
G1-en é€s x2 karakter Gy-n, melyekre Vg = g192 € G : x(g9) = x(9192) =
X1(91)x2(g2). A forditott irdny szintén trividlis.

Megjeqyzés. Legyen G véges Abel csoport. Ekkor a G-n értelmezett karakte-
rek csoportot alkotnak a szorzasre nézve. Az egység a triviadlis karakter, és
egy karakter inverze a karakter konjugaltjaval egyezik meg.

2.5. Allitas. 1. Legyen G = C,, = {g}n n-edrendi ciklikus csoport. Ek-
kor x karakter G-n < ha 3a € {0,1,...,n — 1} : x(¢*) = e(k2)
Vk € Z.

2. Legyen G = Cp, x Cpy, X -+ x Cy,., ahol Cy, n;-rendd ciklikus (i =
1,2,...,7). Ekkor a G-n értelmezett x karakterek explicit alakja: x(gf*) - -
e(klz—i—i-...—l—krii), ahol a; € {0,1,...,n; —1},i=1,2,...,r. Ha itt
a; = 0 Vi, akkor XT: X0-

3. A G-n definidlt kiilonbézd karakterek szama |G)|.



P

a kovetkezmenye.
2.6. Allitas. 1. Legyen G egy véges Abel csoport, és legyen x G eqy ka-

raktere. Ekkor
v {|G| ha X = Xo,
v 0  ha Xx# Xo.

2.VgeG:
Z ()_ |G| ha g=1u,
XXQ— 0 ha g # u.

2.7. Tétel. Legyen G eqy véges Abel csoport, valamint g, g1, s, ..., 9 € G,
ahol lehet két g; azonos is. Ekkor

Hi:1<i<t,gi=g} = éZ%(Q)ZX(gi)-

2.2. Additiv karakterek

Rogzitsiink egy m és k egész szamot. Ekkor a korabbiak szerint Z,,-en
egy x karakter leirhato az alabbi modon:

ahol a € {0,1,...,m — 0}. Itt valojaban k alatt a k altal reprezentalt mara-
dékosztalyt értjiik, melyet jelolhetiink k-val, és az alabbi médon definialjuk:

k={9€Z:9=k mod m}.

Az el6z6 fejezetben ismertetett 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 allitasok mind kimondhatok
az additiv karakterekre is.

2.8. Definici6. Legyen A C Z véges. Ekkor

7(t) =3 e(at)

a€A

az A halmaz generatorfliggvénye, vagy méas néven Fourier transzformaltja.
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Megjegyzés. Lathato, hogy a kordbban bevezetett e(«) fiiggvény valoban egy
fontos szamelméleti fiiggvény. Segitségével definidljuk egy halmaz Fourier
transzforméaltjat. Az e(2) érték csak az n mod m értéktdl fiigg, és igy

n
m
rogzitett k és m mellett az e(aL) csak az @ mod m értéktsl fiigg.

2.9. Tétel. Legyen A C Z wvéges, r € Z és m € N. FEkkor

vk k. &<, Tk k
fa:acAda=r modm} — %Ze(—%)f(a) =Y T e,
k=0 k=0 a€A

2.3. Multiplikativ karakterek

A multiplikativ karaktereket, az additiv karakterekhez hasonléan a cso-
port karakterek segitségével definidlhatjuk. Egy multiplikativ karakteren egy
csoport karakter speciédlis modon vett kiterjesztését értjiik. Azonban csoport
karakterek hasznalata nélkiil is tudjuk definialni Gket.

2.10. Definicié. Legyen m € N. Egy x(n) : Z — C fiiggvényt multiplikativ
karakternek neveziink, ha létezik olyan Z; -en definialt x; csoport karakter,
melyre

n), ha (n,m) =1
Xy = g 00k e )
0, egyébként.

2.11. Definicié. Legyen m € N. Egy x(n) : Z — C fiiggvényt multiplikativ
karakternek neveziink, ha teljesiti az aldbbiakat:

1. x(n) nem azonosan nulla
2. Yu,v € Z : x(uv) = x(u)x(v)
3. u,v € Z:u=v modm= x(u) = x(v)
4. (n,m) > 1 esetén x(n) = 0.
Megjegyzés. A két definici6 ekvivalens.

Az additiv karaktereknél lattuk, hogy mivel a csoport karakterekbdl szar-
maztatjuk oket, igy az azokra kimondott allitasokat ki lehet mondani az
additiv karakterekre is. Ugyanilyen érvelés mellett kapjuk a multiplikativ
karakter alaptulajdonsagait. Legyen m € N és y(n) : Z — C egy multiplika-
tiv karakter. Ekkor



1. x(1) = 1.
2. Ha (a,m) = 1, akkor x(a) ¢(m)-edik egységgyok.
3. A f6karaktert a kovetkez6 modon definidljuk multiplikativ karakterek

esetén:
1 ha (a,m)=1
0 ha (a,m) > 1.

4. Ha x karakter, akkor annak konjugéltja is karakter, és X(a) = x(a) =
x(a™h).

5. Ha x; és x» karakterek, akkor azok szorzata is karakter, és yix2(a) =
xi(a)xz(a).

6. A mod m karakterek szama p(m) = |Z; |.

7.

ha x # Xo.

ix<a) _ {So(m) ha X = Xo,
=1 O

~ Je(m) haa=1,
Z X(a)_{o ha a # 1.

x modm

2.12. Tétel. Legyen a,ny,...ny € Z, m € N és (a,m) = 1. Ekkor

Hi:1<i<t, a=n; modm}| = @ZX(&)Zx(nl)
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