Egyéni kutatomunka I. beszamolo

Gehér Boglarka

1. Homologikus dimenziok

Egy M € R — Mod baloldali R-modulus projektiv feloldasan egy
N N N Y

egzakt sorozatot értiink amiben minden P; projektiv. A feloldas minimélis

ha minden n-re P, 2% Ker(d,,_1) projektiv feds. Ekkor Ker(d,_1)-t nevezziik
az M n-ik syzygy modulusanak, és Q"(M)-mel jeloljiik.

A legkisebb olyan n-et amire létezik n-hosszt projektiv feloldés nevezziik M
projektiv dimenzi6janak, és ezt pdim(M )-mel jeloljiik. Minden projektiv fel-
oldasban a magok ugyanott lesznek projektivek ezért ha létezik minimalis
projektiv feloldas akkor pdim(AM) a legkisebb olyan n amire Q(M)" = 0.
Modulusok direktosszegének projektiv dimenzidja a dimenziok supremuma.
Minden n, k-ra Q"(M) = Q" F(QF(M)), ezért pdim QF(M) = pdim(M) (ezt

dimenziteltolasnak nevezziik).

R bal (jobb) globélis dimenzidja a baloldali (jobboldali) R-modulusok pro-
jektiv dimenzi6janak supremuma, jele lgldim(R) (rgldim(R)). Véges dimen-
zi0s algebra esetén ez megegyezik az egyszerd modulusok projektiv dimenzi-
6janak supremumaéval. El6fordulhat, hogy R globalis dimenzi6ja azért végte-
len, mert valamelyik modulus projektiv feloldasa végtelen, ismétlgds. Példaul
pdim(Z/27) = oo, de van olyan felolddsa ami két lépés utan ismétlsdik. Igy
lgldimZ = oo, de Z — Mod = AB. Ezért bevezetjiik az kovetkezs fogalmat:

R bal nagy finitisztikus dimenzidjanak nevezziik a
Findim(R) = sup{pdim(M) |M € R— Mod, pdim(M) < oo}
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értéket és R bal kis finitisztikus dimenzijanak a
findim(R) = sup{pdim(M) |M € R—mod, pdim(M) < oo}

értéket.

A finitisztikusdimenzio-sejtés szerint véges dimenzios algebrak finitisztikus
dimenzidja véges. Ezt bizonyos algebraosztalyokra mar bizonyitottak, ezek
koziil a monomialis algebrak esetét fogom bemutatni.

2. Monomialis algebrak

@ véges iranyitott grathoz tartozo K test feletti K@) grafalgebra a (Q-beli
irdnyitott utak altal generélt vektortér. Ha a p ut kezdGpontja megegyezik
kapunk, és legyen maskiilonben pg = 0. Egy p ut kezd6pontjat S(p), vég-
pontjat E(p) jeloli.

A KQ grafalgebra J = J(K Q) Jacobson radikélja nem mas mint a legalabb
1-hosszu utak altal generalt altér. Az I idealt megengedett idealnak nevez-
ziik, ha I C J? és ha létezik k, hogy J* C I, ekkor a A = KQ/I algebra véges
dimenzios, bazisalgebra. Ha @ cstcsai {1,...,n} akkor a cstucsokhoz rendelt
{e1,...,e,} idempotens elemek primitiv idempotensek egy teljes rendszerét
adjak. A egyszert modulusai Ae;/Je;, a direktfelbonthatatlan projektiv mo-
dulusok ezek Ae; projektiv feddi.

Ha ezen feliil teljesiil, hogy I-t utak generaljak, akkor azt mondjuk hogy
A monomialis algebra. I minden nemnulla maradékosztalyban pontosan egy
p € KQ ut van, igy van értelme A-beli utakrol és azok hosszéarol beszélni. Az
utak P halmaza A és a j-hosszt utak P; halmaza J/*!/J7 egy bazisat adjak.

3. Finitisztikusdimenzio-sejtés monomialis algeb-
rakra

Elgszor [1]-ben bizonyitottdk hogy monomialis algebrakra a finitisztikus di-
menzié véges. Zimmermann Huisgen [2] cikke egy 1j bizonyitast ad erre,
megad vele egy becslést mind a kis, mind a nagy finitisztikus dimenziora,
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és ad egy eljarast a becslésben szerepls korlat kiszamitasara. Ez a kdvetkezs
tételen alapszik:

3.1. Tétel. Ha A monomidlis algebra, és M eqy projektiv A-modulus 1ész-
modulusa, akkor QY(M) = € Ap, ahol minden p egy A-beli nemnulla, nem
0-hosszu it.

Minden M modulusra teljesiil, hogy minden syzygy modulusa egy projektiv
modulus részmodulusa, igy az

s =sup{pdim Ap | pnemnulla, nem 0-hosszu ut, pdim Ap < oo}

jelolést hasznalva s < findimA < FindimA < s+2 a dimenzi6eltolas miatt.
Ha ¢ egy olyan Gt aminek kezd&pontja e és pdim Ag = s akkor Ae projektiv
fedsje a végesen generdlt Ae/Aq modulusnak, és Q'(Ae/Aq) = Aq vagyis
pdim Ae/Aq = s+ 1 és igy az als6 becslést s+1-re javithatjuk. Az is lat-
szik, hogy ha pdim M < oo, akkor pdim M < dimg(A) + 1, mert legfeljebb
dimg (A) kiilénb6z6 Ap van, tehat dimg(A) + 1 1épés utan mar van ismétls-
dés.

A tétel bizonyitasa vazlatosan a kovetkezd:
Bizonyitas. Legyen P ENYY projektiv feds, és P = @, , Ae;. Jelolje pu(l)
az Ae; izomorfiatipusat, ekkor P-nek egy béazisat adja a

B={pe; | pePS(p)=npn(l),leL}

B az utak hossza szerint felbonthaté B; halmazokra, amik rendre J/ P/ J7 ' P
egy bazisat adjak. Teljesiil, hogy J/P = Diep, Ab.

Jelolje 7; a JM — J7/J7! kanonikus homomorfizmust, és f; azt a sziirjek-
tiv JIP/JITP — JIM/JITI M leképezést, amit f indukal.

Minden « élre f; aBy-t sziirjektiven képezi m(aM)-re ezért kivalaszha-
to egy T C abBy részhalmaz, ami altal generdlt alterre fi-et megszorit-
va izomorfizmust kapunk. Osszegytjtjiikk a 7@ halmazokat egy T, komp-
lementereiket egy S; halmazba, ez egy diszjunkt uni6. A T altal generalt
altérre valo megszoritasa fi-nek izomorfizmus lesz @ m(Ma) = JM/J*M
(az itteni egyenl@séghez hasznaljuk azt, hogy M egy projektiv modulus ré-
sze). Ez megad egy Q1 — JM sziirjektiv homomorfizmust, ahol @ jeloli
a Ty altal generalt A-modulust. Ekkor JP = @,z Ab = P,cq, As © Q1.
Minden s € Si-hez taldlhato olyan c¢(s) € Ker(f) amire As ~ Ac(s) és
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JP = @8651 AC(S) D Ql = 01 D Ql-

Legyen Ty = By, Qo = P, 1, T ahogy fenn. Innen indukciéval keresiink
minden ¢ = 2..k indexre (ahol k a legkisebb olyan szam amire J**! = 0)
olyan T; C PT;_y C B; halmazt és C; modulust, hogy teljesiiljon az aldbbi
hérom tulajdonsag:

1. Qz = ZtETi At-re JQi—l = Cz @ Qz
2. fi vektortérizomorfizmust indukél (T;) és J*M/J™ M kozott

3. C; olyan ciklikus modulusok direktosszege, amelyek mindegyike izomorf
Ap-vel valamelyik i-hosszi p ttra

Az indukcids 1épés bizonyitasa hasonlé az i = 1 esethez. Mivel 2. miatt T;
linearisan fiiggetlen J'P/J""! P-ben ¢s JQ; C J''P, ezért Q; = (T;) Bx
JQ;. Ezt, 1-et és JQ), C J¥'P = 0-t felhasznalva azt kapjuk, hogy JP =
(D C)ex (Bx(T:). De @ (Ti)) ~k JM vagyis @ C; ~ JP/JM ~ Ker f.
Ezzel megkaptuk az elsé syzygy modulust a kivant alakban.
O

A kovetkezs eljarassal meg lehet hatarozni egy projektiv. A-modulus rész-
moduluséank projektiv dimenzi6jat, specidlisan a véges sok Ap-re elvégezve
megkaphatjuk a finitisztikus dimenzi6é becslésében szerepls s szamot.

Minden A-beli p Gthoz hozzarendeliink egy X, valtozot és tekintjiik az olyan
A =(a;),1=1,...,n,j =0, .., k matrixokat aminek 0. oszlopaban egész sza-
mok szerepelnek, és ha j # 0 akkor a;; j-hossztusagi i-ben kezd6dd utakhoz
tartozo valtozok egészegyiitthatés kombinécidja. Az ilyen méatrixok additiv
csoportjat Mat-tal jeloljik, ez egy dimg A rangi szabad Abel csoport.

Egy M modulushoz hozzarendeljiikk az [M] € Mat méatrixot, amire m;y =
dimyg mo(e; M) és

m;j = Z ag; Xy = Z dim g (m;(pM) X,
pe]Pj,E(p):i pEP]‘ ,E(p)Zi

ha j7 > 0. [M] pontosan akkor 0, ha M is 0. Egy (a,p) part j-kritikusnak
neveziink, ha o € Py, p € P és ap € P;. Legyen L az az Mat — Mat
Abelcsoport-homomorfizmus amit az

k
L(A):Z Z (@5).(-1) ~ VB (ap). ) AP

J=1 (a,p)j-kritikus



Ekkor L([M])-ben a kiils6 szumma j-ik tagja [C}], és modulusok direktossze-
gének matrixa a matrixok osszege, ezért L([M]) = [QY(M)] , tehat M pro-
jektiv dimenzidja a legkisebb olyan n amire L"([M]) = 0.
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