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Homologikus dimenzidk

Definicio
Egy M € R — Mod baloldali R-modulus projektiv feloldasan egy
P1 Po M—=0

egzakt sorozatot értiink amiben minden P; projektiv.
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Homologikus dimenzidk

Definicio
Egy M € R — Mod baloldali R-modulus projektiv feloldasan egy

P1 Po——)M—)O

egzakt sorozatot értlink amiben minden P; projektiv.

Véges dimenzids algebrak modulusainak létezik minimalis
projektiv felbontasa, egy ilyen feloldasban Ker(d,_1)-t az M n-ik
syzygy modulusanak nevezzik, és Q"(M)-mel jeldljik.
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Homologikus dimenzidk

Definicid

A legkisebb olyan n-et, amire létezik n-hosszu projektiv
feloldas, nevezziik M projektiv dimenziojanak, és ezt
pdim(M)-mel jeléljik. Ha van minimalis feloldas, akkor ez
megegyezik a legkisebb olyan n-nel amire Q"(M) = 0.

Definicio

R bal (jobb) globalis dimenzidja a baloldali (jobboldali)
R-modulusok projektiv dimenzidjanak supremuma, jele
lgldim(R) (rgldim(R)). Véges dimenzios algebra esetén ez
megegyezik az egyszerli modulusok projektiv dimenzidjanak
supremumaval.

Példaul féligegyszerl gyirik globalis dimenzidja 0, mert
minden modulus projektiv.
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Homologikus dimenzidk
Definicid
R bal nagy finitisztikus dimenziojanak nevezziik a
Findim(R) = sup{pdim(M) |[M € R— Mod, pdim(M) < oo}

értéket és
R bal kis finitisztikus dimenzidjanak a

findim(R) = sup{pdim(M) |[M € R— mod, pdim(M) < o}

értéket.

A finitisztikusdimenzio-sejtés eredeti formajaban azt mondta ki,
hogy ha A egy véges dimenziés algebra, akkor

findim(A) = Findim(A) < oco. Azt mar tudjuk, hogy az
egyenléség nem teljesil, de a finitisztikus dimenzidk
végességének kérdése még megoldatlan.
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Grafalgebrak

Definicid

Legyen Q egy véges iranyitott graf, K egy test. A K feletti KQ
grafalgebra a Q iranyitott utjai altal generalt vektortér, ahol a
p, g utak pq szorzata q és p konkatenacidja ha ez lehetséges,

és 0 kiilénben.

Finitisztikusdimenzid-sejtés monomialis algebrakra

Gehér Boglarka Témavezetd: Agoston Istvan



Grafalgebrak

Definicio

Legyen L a legalabb 1-hosszu utak altal generalt altér. Az L
ideélt megengedett idedlnak nevezziik, ha | C L? és létezik n
természetes szam, hogy L" C I.

Ha / megengedett idedl, akkor az A = KQ/I algebra
bazisalgebra. Ha Q csucsai {1, ..., n}, akkor csucsokhoz
tartozo e; elemek idempotensek egy teljes rendszerét adjak.
Az A Jacobson-radikdlja J = J(A) = L/I

Az A algebra egyszer(i modulusai S; = Ae;/Je; alakuak, ezek
Ae; projektiv feddi lesznek a direktfelbonthatatlan projektiv
modulusok.
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Monomialis algebrak

Definicio
Az A= KQ/I algebra monomialis, ha az | megengedett idealt
utak generaljak.

Egy monomidlis algebraban minden nemnulla
maradékosztalyban legfeljebb egy Ut lehet, ezért van értelme
utak hosszarol beszélni.

Jelblje a p € A Ut kezddpontjat s(p) és vegpontjat e(p). Jeldlje
tovabba az A-beli j-hosszU utak halmazat P; és P = UP; az utak
halmazat.

P; a J//J*+T egy bazisat adja.
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Finitisztikusdimenzio-sejtés monomialis algebrakra

Tétel

Ha A monomialis algebra, és M egy projektiv A-modulus

részmodulusa, akkor Q' (M) = @ Ap, ahol minden p egy A-beli
nemnulla, nem 0-hosszu Ut.
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Finitisztikusdimenzié-sejtés monomialis algebrakra
Tétel

Ha A monomialis algebra, és M egy projektiv A-modulus
részmodulusa, akkor Q' (M) = @ Ap, ahol minden p egy A-beli
nemnulla, nem 0-hosszu ut.

Minden M modulus minden syzygy modulusa egy projektiv
modulus része, tehat Q?(M) mar el6all ilyen alakban.
Legyen

s =sup{pdimAp | pnemnulla, nem 0-hosszu Ut, pdim Ap < co}.

Modulusok direktésszegének projektiv dimenzidja az
0sszeadandok dimenzidinak supremuma, igy a dimenzideltolas
miatt

s < findmA < FindimA < s+ 2.
Ha p olyan at, hogy pdim Ap = s, akkor a ciklikus Ap/Jp
modulus dimenzibja s + 1, ezért a becslésben az also korlatot
s + 1-re lehet javitani.
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Tétel

Ha A monomialis algebra, és M egy projektiv A-modulus
részmodulusa, akkor Q'(M) = @ Ap, ahol minden p egy A-beli
nemnulla, nem 0-hosszu ut.

a bizonyitas a kbvetkezon alapszik: Legyen P Hm projektiv
fedd, és P = @, Ae,. Jeldlje p(/) az Ae; izomorfiatipusat,
ekkor P-nek egy bazisat adja a

B={pe | peP,S(p)=ull)lel}

B az utak hossza szerint felbonthat6 B; halmazokra, amik
rendre JP/J+1P egy bazisat adjak. Teljesiil, hogy
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El6szor a JP = @, , Ab direktbsszeget két részre bontjuk:
Doep, AD = Dscs, AS © Dier, At = Dses, AS O Q.

T1-et ugy valasztjuk ki, igy, hogy Ty linearisan fliggetlen legyen
modulo J?P , és igy egy vektortérizomorfizmust kapunk (T;) és
JM/J2M koz6tt. Minden s € Si-hez keresiink egy c(s) € Ker f
elemet, hogy Pscs, AS D Q1 ~ Pges, AC(S) ® Q1 = C1 & Qs
Ty valasztasa miatt Qq felbomlik, (T1) @k JQq alakban.
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Innen JQj-et bontjuk tovabb, ugy hogy el6szor felirjuk, mint
J2P = @, Ab alakban, majd az el6z6héz hasonléan
valasztunk T, S, részhalmazokat.

Ezzel megkapjuk JP-t

JP=CiadCod(Tq)d(Tr) dJQ

alakban, és (T,) izomorf J2M/J3M-mel.

igy haladunk tovabb egészen addig az n-ig amire
JQ,1 cJ"P=0.

Végeredményben megkaptuk a

n n
JP =P CieP(T)
i=1 i=1

felbontast. Itt a masodik direktdsszeg izmorof JM-mel, és ezért
az elso direktdsszeg izomorf Ker f-fel.

Gehér Boglarka Témavezetd: Agoston Istvan Finitisztikusdimenzid-sejtés monomialis algebrakra



Definicio

Legyen A monomialis algebra. Minden A-beli p tthoz
hozzarendeliink egy X, valtozot és tekintjik az olyan A = (aj),
i=1,...n,j=0,..., k matrixokat aminek 0. oszlopaban egész
szamok szerepelnek, es ha j # 0 akkor aj; j-hosszusagu i-ben
kezdbdb utakhoz tartozo valtozok egészegylitthatos
kombinacioja. Az ilyen matrixok additiv csoportjat Mat-tal
jeléljuk, ez egy dimy A rangu szabad Abel csoport.
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Egy M végesen generalt baloldali A-modulushoz
hozzarendeljik azt az [M] € Mat matrixot, amire

m; o = dimy mo(e;M)
és

mj;= Z apo = Z dimK(ﬂ'j(pM))Xp

PEP;,E(p)=i pEP;,E(p)=i

haj> 0.
[M] pontosan akkor 0, ha M is 0.

Gehér Boglarka Témavezetd: Agoston Istvan Finitisztikusdimenzid-sejtés monomialis algebrakra



Definicio
Egy («, p) part j-kritikusnak neveziink, ha o € Py, p € Pj_4 és
ap e Pj.

Legyen L az az Mat — Mat Abelcsoport-homomorfizmus amit
az

k
= Z (@Z(p).(j—1) ~ @(ap),)[AP]

1 (a,p)j-kritikus
képlet definial.
Allitas
Ha M egy projektiv modulus részmodulusa, akkor

L([M]) = [ (M)].
L([M])-ben a kiils6 szumma j-ik tagja [C}].
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Példaul, ha M = Aq, akkor az [M] matrix m; egyUtthatdjaban
azok az Xp-k fognak 1 egyutthatdval szerepelni, amikre igaz,
hogy p € P}, s(p) = e(q), e(p) = i, pq # 0, és minden mas X,
0 egydtthatoval.

Ezek projektiv modulusok részei, tehat lehet rajuk haszalni a
tételt.
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