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1 Bevezetés

Az egyéni kutatomunkam célja a szakdolgozatom folytatasa volt, avagy a Lie-csoportok strukturdjanak
és topoldgidjanak megértésére tett tjabb kisérlet. A kutatémunka soran cikkeket tanulményoztam
az elOzetes ismereteimnek megfelelé mélységig, a végeredménye pedig 4 altalam érdekesnek és izgal-
masnak tartott cikk rovid osszefoglalasa lett, amik mind-mind més szemszogbol vizsgaljak a témat.

2 Orbitok és Morse-Bott elmélet kompakt Lie-csoportokban
2]

Az els6 megfigyelés, hogy egy Lie csoportban a konjugéltosztalyok egy fibralas bazisat alkotjak,
ahol a totalis tér maga a Lie csoport, a bazis pedig éppen egy adott konjugéltosztalybeli elem
centralizdtora. A jegyzet jelolése szerint legyen o konjugdltosztélya ., centralizatora pedig C,. A
megfigyelést bizonyitando keriil kimondasra a kovetkezo tétel:

Tétel 1 Legyen G kompakt Lie csoport, T egqy maximdlis torusz, és o € T. Ekkor M, homeomorf
G/Cy mellékosztilzainak halmazdval, s6t elddll G bedgyazott részsokasdgaként.

Bizonyits (Otlet) Definidljuk az F: G/C, — M, leképezést, mint
F(gC)=gog ' e M, Cc G

Ez a leképezés nyilvan bijekcid, mér csak azt kell belatni, hogy immerzd, avagy hogy az érintétereken
is bijekcié. A cél most az lesz, hogy a csoportot az exponencidlis leképezéssel paraméterezziik, és
belassuk, hogy a derivalt leképezés magja éppen T'C,. Mivel G kompakt, az exponencidlis leképezés
sziirjektiv, tehdt minden oC,-beli sebességvektor elééll etY C,, alakban, ahol Y G Lie algebrajabél
van. Ennek a gorbének a képe F-nél el6all et¥ oe™* alakban, az érintéje 0-ban tehdt Yo — oY. Ez
pontosan akkor 0, ha Y = oY o~ !, tehat ha e!¥ = ge!¥ o1, tehat ha a gérbe C,-ban van, avagy
egy pontbdl dll G/Cy-ban, amikor nyilvin 0 a sebessége.Ezzel belattuk, hogy F' bedgyazds oC' egy
kornyezetében. A G-beli elemekkel torténé konjugaldsok tranzitiv diffeomorfizmusokként hatnak
M,-n, igy F minden pontban lokalis bedgyazas.

Vegyiik észre, hogy o € T-re dim(G/C,) = dim(G) — dim(C,) < dim(G) — dim(T), mivel
TCC,

Lemma 1 Minden G-beli konjugdltosztdly metszi a mazimdlis toruszt (nem bizonyitjuk).

Tétel 2 Minden M, merdlegesen metszi T-t, pdros dimenzids, és az Euler karakterisztikdja a T-vel
vett metszéspontok szdma.



Bizonyitas Az Otlet az, hogy centralizatorbeli elemekkel valé konjugalds hatdsat vessziik a kon-
jugédltosztalyon, aminek a derivaltja megad egy érinté vektormezot a sokasdgon, aminek konnyl
kiszamolni a lokalis fokait és alkalmazni tudjuk a Poincaré-Hopf tételt.

Legyen o € T, és Y merdleges C,-ra az egységelemben. Ekkor G biinvaridns metrikajaban Yo és
oY merodlegesek C,-ra, tehat a kiillonbségiik is, ezek pedig épp M, o-beli érintévektorai. Tekintsiik
T egy W érintévektorat az egységelemben. Ekkor

g g(t)=e"ge W

izometridk egy paraméteres csalddjat alkotjak. Ennek a sebességvektora g-ben Wg — gW, ami
érinteni fogja M,-t. Ennek a vektormezének a zérushelyei pontosan €'V centralizatordaban lesznek.
Alkalmas W vélasztéssal azonban elérheté, hogy ez az egy dimenziés részcsoport siirii legyen T-ben,
aminek a centralizdtora dnmaga!

Ekkor tehat az érint6 vektormezé nullhelyei pontosan a metszéspontokban vannak, mér csak a
lokélis fokok kellenének nekiink a Poincaré-Hopf tétel alkalmazdsdhoz. Mivel g(t) o-t fixen hagyd
izometridk egy csalddja, igy M,-ban egy kelléen kicsi o kozéppontid 1-kodimenziés gémbon sehol
sem 0 érint6 vektormez6t definidl, ami igy biztosan paratlan dimenzids, amibdl kovetkezik, hogy M,
péros dimenziés. Ugyanakkor a leképezés foka o-ban 1, mivel ez egy izometria, és igy a vektormezo
a gombre megszoritva is érintSirany.

Szépen alkalmazhatdak a Morse-Bott elmélet tételei, ha taldlunk egy olyan fliggvényt, aminek
konnyen meg tudjuk taldlni a kritikus sokasagoait, erre adnak jo példat a koévetkez6 Lie csopor-
tok, ahol éppen a maéasodrendii elemek konjugaltosztdlyai fogjak adni Klasszikus Lie-csoportokon
értelmezett Morse (vagy Morse-Bott) fliggvények vizsgdlatakor adja magat az SO(n), az U(n) il-
letve az Sp(n) standard bedgyazdsa mdatrixokkal megfeleléen nagy dimenzids valés vektorterekbe,
ahol az egységelembeli érintétereik is konnyen kezelhetéek. Megprébalunk tgy definidlni Morse-
Bott fliggvényt ezeken a csoportokon, hogy egy-egy egész R™-en értelmezett valds értéki fliggvényt
megszoritunk. Egy ilyen fliggvény gradiense a csoporton éppen az adott p-beli gradiens levetitve
az adott pont beli érintétérre. Fontos itt, hogy azért épp ezek a csoportok érdekesek, mert ezek
érintOtere a standard bedgyazéaskot épp az X + X* = 0 alakd matrixok.

Vegyiik észre, hogy tr(AB*) (ahol a * a transzpozicié és komplex/kvaternié konjugdlds) éppen
az hermitikus skaldris szorzas R, vagy C feletti vektortéren! Vegyiik tovdbba azt is észre, hogy a
Re(tr(X)) figgvény gradiense minden pontban éppen az egységmatrix! Mivel egy A-beli érintétere
ezeknek a csoportokban épp az olyan X matrixok, melyekre X A* + X*A = 0. Az egységelemben
ez a feltétel csak azt mondja, hogy X + X* = 0, tehat ha van egy matrixunk, gy tudjuk levetiteni
ide, ha kivonjuk bel6le az adjungaltjat, és ezt elosztjuk kettével, ugyanis tetszéleges négyzetes valos,
komplex vagy kvaternié elem@ métrixra M = (M + M*)/2 + (M — M*)/2, és ezek a tr szerint
merélegesek egymadsra, valamint (M — M*) 4+ (M — M*)* = 0.

Ha egy A-beli n) vektort szeretnénk az adott érintétérbe, akkor A*-al eltolhatjuk, az egységelembe
(nA*), ott levetithetjiik (nA* — An*) és visszavihetjiik A-ba, ekkor kapjuk hét, hogy a vetiilete
n— An*A, ami n = I-re épp azt adja, hogy a kritikus pontok/sokasdgok a mdsodrendli elemek
konjugaltosztéalyai lesznek.

Vegytink egy G kompakt Lie csoportot, és benne egy M, kritikus részsokasag valamilyen f Morse-
Bott fliggvényre nézve. Ez azt jelenti, hogy megkdveteljik, hogy az egész részsokasag érintGterének
meroleges kiegészitésén T'G-ben az f masodik derivéltja legyen nemelfajulé. Ekkor a kritikus
sokasagon az f masodik derivaltjanak indexe allandd, ezt hivjuk az adott sokasdg Morse-Bott in-
dexének.

G = U(3) esetben tehat a 2 kritikus sokasdg diag(—1,—1,1) és diag(—1,1, 1) konjugdltosztdlyai



és a +1. Ezek indexei pedig 4, 1 illetve nyilvan 9 és 0. A két nem trividlis konjugaltosztaly mint
homeomorf CP? = U(3)/(U(2) x U(1))-el, aminek ismerjiik a homoldgidit.

Definicié : Egy CW-komplexus Poincaré polinomja az a > b;t' polinom, ahol b; a CW komplexus
i. Betti szama, jelolése pyy, (t).
Definicié : Egy differencialhaté sokasdg f Morse fiiggvényhez tartozé Morse polinomja > \;t, ahol
A; az ¢ indext kritikus pontok szdma.
Definicié : Egy differencidlhaté sokasiag Bott polinomja egy f Bott fiiggvényre nézve > p;(t)tt,
ahol p;(t) az i indexti kritikus sokasdgok Poincaré polinomjdnak Gsszege.

Megjegyzés: A Morse illetve a Bott polinomok adott foki egyiitthatéi mindig legaldbb akkorak,
mint ugyanazon sokasag Poincaré polinomjénak, egyenléség esetén hivjuk 6ket tokéletesnek.

U(3) Bott polinomja tehat 1+¢(1+ 2 +t1) +t*(1+ 12 +t*) +t°, ami mint az beldthaté tokéletes
is.

3 Frobenius-Schur osszefiiggés

1]
Legyen G kompakt Lie-csoport és u : G — GL(V) egy reprezenticidja, w pedig G normdlt
Haar-mértéke. Definidljuk ekkor P : V' — V-t, mint

mw:[gwmmwm

Nyilvanvaléan, ha H invarians altere p-nek, akkor P-nek is, tovabba

u(wP() = |

G
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G
Tehat P képtere a reprezentiacio egy invarians altere, és azt is tudjuk, hogy

P(P() = [

G

mw@wmwmz/Pwmw>

G

Latjuk tehat, hogy P egy vetités u invarians alterére, tehat

dimV % = tr(P) = /G tr(u(g)) dw(g)

Ha a karaktereken tgy definialjuk

WMWZLMEW@

akkor analég médon a diszkrét esethez teljesiil a Schur-lemma és az irreducibilis karakterek ” ortonorméltsaga”.

Tétel 3 Azon linedris leképezések terének dimenzidja, amik felcserélhetéek G két reprezentdcidjdval
w:G—=U ésv:G— V-vel épp

(1(9))tr(v(g) dw(g)
G



4 Coadjoint orbitok féligegyszeru Lie-csoportokban

3]

Vegytink egy G kompakt, féigegyszerii Lie-csoportot, és legyen ennek a Lie-algebrdja g, annak a
dudlis tere pedig g*. Legyen h a Cartan részalgebra, h*, pedig annak a dudlisa.
Definicié: Legyen u € g*, ekkor az orbitja O, = {Ad;ulg € G}.
Definicié: Legyen p stabilizdlé részcsoportja G, azon elemek G-bél, melyekre Adyu = pu.
Definicié: Weyl csoportnak nevezziik a maximalis torusz normalizdtoranak és centralizatoranak fak-
torcsoportjat, ez tranzitivan hat h*-on G egyszerii gytkeinek meroleges hipersikjara valé tiikkrozések
altal.

Tétel 4 Minden orbit h*-ot pontosan a Weyl csoport egy orbitjdban metszi.(Ez nagyjdbdl ekvivalens
azzal, mint, hogy minden konjugdltosztdly belemetsz a maximdlis téruszba)

Definicié: Weyl kamranak nevezziik h* azon elemeit, melyek minden pozitiv gyokkel hegyesszoget
zarnak be. Falait I',-val jeloljik. Minden koadjungalt orbit 1 pontban metszi a Weyl kamrat. Ha
bels6 pontban metszi akkor generikus, ha nem akkor degeneralt palyarél beszéliink.

Tétel 5 Minden orbit eldall, mint egy fibrdlds totdlis tere, ahol egy mdsik orbit a fibrum, kivéve a
maximdlis degenerdlt orbit.

Bizonyitas Ha van olyan pg, hogy T' C G, akkor G/T egy fibralds G/G,,, felett G,,, /T fibrummal,
és hasonléan minden mas stabilizalé részcsoportra.

5 Egy tokéletes Morse fiiggvény lapos konnexiék modulus-
terén

f
Vegyiink egy g génuszi pontozott feliiletet, X-et, és jelolje My az SU(2) lapos konnexiék modu-
lusat X-en, —I holonémidval egy kijelolt pontban. Vegyiik X fundamentalis csoportjanak standard
generatorrendszerét, és rendeljiikk egy konnexiéhoz a holonémidjanak nyomat as-n végigmenve! A
cikk azt latja be, hogy ez egy tokéletes Morse-fiiggvény.
M, egy alternativ definicidjat igy is megkaphatjuk, hogy vessziik az

pg 2 SU(2)%9 — SU(2)
(Al,Bl, . Ag, Bg) — 7H[Az, Bl]

leképezés Gsét az identitdsban (beldthatd, hogy ez egy reguldris érték). Ezen hat SU(2) konjugdldssal
(koordindténként). Legyen M, := u~'(g)/SU(2) Ez a definicié azért ekvivalens, mert egy lapos
konnexié hatdsat egy gorbe mentén meghatarozza a gérbe homotdépiaosztalya, ezért elég egy gorbe
hatdsat nézni T, X-en. Az Osképképzés rogziti, hogy csak a —I holonémidji konnexidkat nézzik, a
konjugalds hatdsaval vett faktor pedig a bazisvalasztdstol vald fiiggést sziinteti meg.

Mgy minden pontjaban az érint6tér izomorf

su(2) = su(2)? — su(2)

kohomoldgidjaval, ahol az elsd leképezés a konjugalds, a masodik pedig u, derivaltja. u;l—bél egy
reprezenténs definidlni fogja X fundamentalis csoportjanak egy reprezentdcidjat su(2)-ben, és a fenti
kohomolégia éppen H! (7 (X), R).



Belathato, hogy ennek a fliggvénynek minden g-re 3 kritikus sokasiga lesz (+1-ben, és O-ban),
ahol a kritikus sokasdgok (u;_ll x SO(2))/SO(2), illetve egy S797 ami ad egy rekurziét a Morse-
Bott fliggvényekre, mégpedig, hogy

ag_a (L4132 —129(1 4 1)*
S aAn

pu, () = (14 1%)°pe(My_q) + 2972 (1 + 1)
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