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1. Bevezetés

A félév soran az ugy nevezett preferential attachement halozatok egy kitiintetett tipusaval
foglalkoztam, az in additiv fitnesszel rendelkezé preferential attachement grafokkal. Ehhez
Bas Lodewijks és Marcel Ortgiese [1] cikkének bizonyos részeit dolgoztam fel.

Az alapmodell a kévetkezs: Legyenek ng, mg természetes, nem nulla szamok, és vegyiink
egy ng csiccsal és my éllel rendelkezé grafot. Legyen tovabba minden 1 < ¢ < ng szamra
deg(i) az i-edik csucs befoka, valamint egy m tetszéleges természetes szam. Vegyiink a
grathoz egy 1j pontot, és kossiik hozza a korabbi csticsokhoz m éllel, gy hogy az alabbi
szabaly érvényes:

_ deg(i)

P((v(n +1),0(i)) € E(G)) = p—

ahol a G grafnak E(G)-vel jeloltiik az élhalmazat, valamint a nevezében eg, a G graf
éleinek szama az n-edik csics hozzavétele utan. Az ilyen grafokat nevezziik preferential
attachment grafoknak.

Azt fontos latni, hogy semmilyen feltételt nem tettiink az élek egyiittes eloszlasara abban
az esetben, ha egy lépésben tobb él is létrejon. Ezt a latszolagos problémat néhény sorral
lejjebb orvosoljuk, azaltal, hogy megadjuk a konkrét fejlédési szabalyt.

2. Az additiv fitnesz esete

Ha az el6bbi modellnél egy szemléletes példat keresnénk, lehetne egy iskolai osztalyt néz-
ni, ahol minden nap jon egy 1j gyerek az osztélyba, és elkezd a tobbiekkel baratkozni,
mégpedig ugy, hogy minél tobb baratja van valakinek, az 0j gyerek annal szivesebben
kot vele baratsagot. Az additiv fitnesz esete abban tér el, hogy a "baratok" szama mel-
lett még minden gyereknek van valamilyen tulajdonsaga, ami belejatszik a baratkozasba.
Példaul egy ilyen lehetne a magassag. Ekkor a modositott példank szerint egy 1j gyerek
az osztalyban szeretne olyannal baratkozni, aki lehetSleg minél magasabb és minél tobb
baratja van.

Ez annak felel meg, hogy minden csticsnak van egy id6tél fiiggs és egy allandd paramétere,
ami meghatarozza, hogy milyen valoszintséggel csatlakoznak hozza csicsok.



2.1. Definici6. Legyen (F});eny nem negativ,l valoszintséggel véges, fiiggetlen, azonos

eloszlast valoszintiségi valtozd sorozat u eloszlassal. Minden n-re legyen S, = Z F;, va-

i=1
lamint ng, mo € N. Azt mondjuk, hogy a (G},)n>n, véletlen grafok egy sorozata preferential
attachement additiv fitnesszel, ha ez egy iranyitott graf, G,,-nak my éle van, minden j
csticshoz hozza van rendelve az F; fitnesz, valamint az élek a nagyobb indexi csticsoktol
a kisebbek iranyaba tartanak. Meg kell adni még a fejlédési szabalyt, vagyis hogyan kap-
hato meg G,,, az egy lépéssel korabbi grafbol, G,,_1-bél, amennyiben n — 1 > ny. Harom
kiilonb6z6 szabalyt is megadunk. Legyen m az 1j 1étrejove élek szama, és jelolje Z,(i) az
n 1épés uténi grafunk i-edik csticsanak befokat. Az elsG szabély szerint az 4j cstcsot az
egyik korabbihoz

Zn(i) + F;
mo—i-n—no—i-Sn

valoszintiséggel kotjiik hozza.
A mésodik szabaly esetén az 1j csicsnak adjunk m élet, majd ezeket kossiik a tobbi
cstcshoz, egymastol fiiggetleniil

Z,(i) + F,
mo + m(n — no) + Sn

valoszintiséggel.

Az utolso fejlédési szabaly lényegileg az, hogy az m 1j élet egymas utan adjuk a grafhoz,
és minden é] hozzaadasa utan valtoznak a valoszintségek. Legyen Z, ;(i) az i-edik cstics
befoka akkor, amikor az n+ 1-edik csticsnak mar j élét hozzédadtuk a grafhoz. Ekkor annak
a valoszintisége, hogy n + 1 j-edik élét a graf i-edik cstucsahoz kotjiik, az alabbi:

L j—1+
mo+m(n—mng)+75—1+S,

2.2. Megjegyzés. 1. Az els6 fejlédési szabalyban fel kell tenni, hogy a AZ,(i) =
Zni1(1) — Z, (1) valtozok korrelacioja nem pozitiv.

2. A 2. és 3. szabaly kozott az a kiilonbség, hogy egy 1j cstics bekapcesolasakor a tobbi
csucs foka fixen marad-e, vagy minden 1j kapcsolodaskor frisstjiik cket.

3. Aszimptotikus fokszameloszlasok

A tétel, aminek a bizonyitasanak megértése az elsGdleges cél volt, azt mondta ki, hogy a
tapasztalati fokszameloszlasok konvergensek.

3.1. Tétel ([1]). Vegyiink egy preferential attachement modellt, amire E(F) < oo, és
O =1+ 25 65 P(t > F) = p((t,0)).

Vegyiik az aldbbi tapasztalati fokszdmeloszldsokat:

r, = 2im1 Zn(0)Or, k) — > i1 12, ()=k0F,
n " n

pu(k) = TP([0, 0¢])
Ekkor minden k-ra 1 valdsizniiséggel teljesiilnek az aldbbi konvergencidk.

I, =T, Ly — 1, pn(k) = p(k),
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ahol
O 1o (—1)+2
x+ 0 P l—i—x—l—&mu

-1+
p(k)_/o x+6 Ll O, pldz)

I(dz) = — pu(dx) T®) (dz) =

0,0 — 1 (dz),

valamint

A bizonyitas megtalalhato [1]-ben, itt egy rovid osszefoglalo lathatd annak menetérsl.
A bizonyitas kulcslépése annak megmutatésa, hogy a tapasztalati fokszameloszlasokra
megfelel6 A,, B,, R, sorozatokkal a preferential attachement dinamika miatt teljesiil az
alabbi:

1

Loa((f ) = Tl (£ /) € —=

(An - BnFn((fv f/])) + (RnH - Rn)

Ezutan egy lemmaéat bizonyitunk, ami biztositja, hogy ha az A,, B,, R, sztochasztikus
folyamatok egy valoszintiséggel konvergalnak, akkor a I',, folyamat limeszét is megkap-
hatjuk. Hasonl6 jon ki ' ora is, amire még egy indukciot kell alkalmazni, a végén pedig
integralni, hogy megkapjuk a p(k)-t. Az indukcios lépés a martingaltulajdonsdgnak ko-
szonhetGen hajthato végre. A tételben elég sok az olyan feltétel, amiket érzésre meglehet
probalni gyengiteni. Az elsd, ami a szembetiinik, hogy mit lehet mondani az 1j élek sorso-
lasérol, azonban amivel én a félévben tobb id6t toltottem, az a fitnessekre tett feltételek
esetleges gyengitése. Természetes gondolat lenne, hogy milyen, a fliggetlenségnél gyengébb
feltételek mellett lehet igaz a tétel.

3.1. Stacionarius, ergodikus fitneszek esete

3.2. Lemma. Ha az alabbi teljesiil, ahol a hatdrértékek egyvaldsziniséggel értenddek, a
fenti tétel akkor is igaz marad:

. E:’Lzl ]leE(f,f'] _ /
Jim ==—mmm = e(f 1), (1)
"F
lim 2= ). 2)
n—00 n
F; >0, (3)

ahol f, f' tetszdleges valds szamok.

Az eredeti tétel bizonyitasaban is csak ezt kellett latni.

Tehat az kezd lathato lenni, hogy a fliggetlenség nem kell nekiink feltétleniil, elég az,
hogy a szamtani kozép és a tapasztalati eloszlés is konvergens legyen 1-valdszintiséggel.
Erre fogunk kimondani egy elégséges feltételt.

3.3. Tétel. Legyen (F;)ien egy erdsen staciondrius, nem negativ ergodikus sorozat. Ekkor
az ebbdl az eloszldsbol kapott fitnessekbdl generdlt preferential attachement modell tapasz-
talati mértékei konvergalni fognak.

Azt elég latni, hogy az ilyen eloslasra teljestil a lemma. Ez igaz, egyrészt (2) pont az
ergodicités, (1) pedig a Glivenko-Cantelli tétel egy altalanositasal2|.
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