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1 Kvantum algoritmusok

A {6 motivacioim a teriilet kutatasa irant a tavaly megirt szakdolgozatom sorén,
a kvantummechanika kiilonés és meghokkentd tulajdonsdgainak megismerése
volt, illetve a kivancsisdg, hogy miképpen lehet ezeket a tulajdonsagokat és
a mogottiik rejlé matematikat kihasznalni, példaul a szamitastudomanyban.
A kutatémunkam elején a f6 cél a kvantumszamitégépek miikodésének és az
alapveté modellek megértése volt a cél. Az elsé olvasott irodalom Chris Bern-
hard: Kvantumszdmitastudomany kozérthetSen cimii konyve [1] volt, majd
ezutdn par matematikailag mélyebb, az alapvetd algoritmusokat tartalmazod
cikk. A kés6bbiek megértéséhez itt is adok egy rovid bevezetét a
kvantumszamitastudomany alapjaiba.

A kvantumszamitégépeknek tobb modellje is 1étezik, pl kvantum- Turing gépekkel,
de a legelterjedtebb a kvantum-aramkor modell, ezt ismertetem itt is.

A legfébb kiilonbség a hagyomédnyos és a kvantumszamitégépek kozott, hogy a
kvantumszamitégép bitek helyett qubiteket hasznéal. Egy qubit lehet barmilyen
al0) +b|1), a,b € C,|al? + |b]*> = 1 alaki llapotban. Viszont, mikor rdnéziink a
qubitre, azaz megmérjiik, akkor dsszeomlik egy klasszikus bitté, méghozza |a|?
valészinfiséggel 0-va, |b|? valésziniiséggel 1-gyé. Ha n qubitiink van, akkor azok
mér tetszéleges Zf:al a;]i), > ]ai|? = 1 alakd dllapotban lehetnek, ahol |i) az
i 2-es szdmrendszerbeli alakjanak megfelel6 bitsorozat. Azaz egy qubit-sorozat
lehetséges allapotai, az Osszes klasszikus bitsorozat, mint bazisvektorok altal
generalt komplex Hilbert-tér bazisvektorai.

A kvantum aramkoros modell a kovetkezd: A szamitas egy 1épéseként alka-
lmazhatunk egy U unitér métrixot valamely qubitekre, majd a végén (akdr
kozben is, igazdbdl ez a két modell ekvivalens) alkalmazhatunk méréseket a
qubiteken. Amennyiben néhdny qubitre mérést alkalmazunk, a maradék osszeomlik
azon allapotok szuperpozicidjaba, amelyek megmért bitek helyén 1évo bitjei a
kapott értékkel egyeznek meg. Altaldban legfeljebb 2 qubiten haté matrixokat
engediink meg egy 1épésben, a tobbit fixen hagyjuk. Ezt precizebben gy tessziik
meg, hogy vesszitkk az U matrix és az identitasmatrix tenzorszorzatat a tobbi



qubiten. Az |i) bézisvektort pedig a koordindtdknak megfelel§ 2-dimenzids
vektorok tenzorszorzatédnak tekintjiik, ahol |0) = (1,0)” és |1) = (0,1)T. A
lépésszamot ekkor a szitkséges kvantumkapuk szdmanak definialjuk.

Példa egy kvantum kapura a Hadamard kapu, mely a kovetkezét csindlja: |0)-
hoz hozzarendeli %(|O> + [1))-t, illetve |1)-hez %(|O> —|1))-t. Ha egy n
hosszd [i) dllapotunk van, akkor minden qubitre alkalmazva egy Hadamard
kaput konnyen kiszdmolhatd, hogy \/%Z (=1)@¥ |y)-t kapunk, ahol a
skalarszorzatot mod 2 kell érteni.

Ezek alapjan méar kénnyen megértheté az egyik elsd, a klasszikusndl expo-
nencidlisan hatékonyabb kvantum algoritmus, Simon algoritmusa. Itt a probléma
a kovetkezé: Adott egy f : Z3 — S < {0,1} fiiggvény, amire tudjuk, hogy
ds € ZY, hogy f(z) = f(y) < x =y vagy ¢ = y+ s. A feladat s meg-
talalasa, feltéve, hogy f polinom id6ben kiszamolhatod, vagy létezik ordakulum,
aki kiszdmolja, azaz egy olyan U unitér transzforméci6, ami |z)|0')-hoz hozzarendeli
|z} f(x))-t. Az algoritmus a kovetkezo:

Kiindulunk |0™)|0%)-bél, majd az elsé n qubitre n darab Hadamardot alkalmazva
a erzg x)|0") allapotot kapjuk (a normalé tényezét az egyszertiség kedvéért
szokés elhagyni). Ezt az ordkulum a Zwezg |z)|f(x)) allapotba viszi. Innen
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a mésodik [ bitet megmérve az dllapot 6sszeomlik (|z) + |z + s))|f(x))-re. In-
nent6l mar csak az elsé n qubitre lesz sziikséglink. [jjabb n darab Hadamarddal
a Zyezg((—l)@”’y> + (=1) (=) |y) dllapotot kapjuk. Ezt megmérve, egy uni-
form random olyan y-t kapunk, amely mercéleges s-re, mivel csak az ilyen y-ok
egyiitthatéja nem 0. Azaz ezt O(n)-szer megcesindlva kapunk n — 1 linedrisan
fliggetlen ilyen y-t, amibol aztan klasszikus gauss elimindciéval polinomidében
meghatdrozhaté s.

Ezek utan megismerkedtem a legfontosabb és legismertebb kvantum algoritmu-
sokkal. Ezek koziill mindenképp érdemes megemliteni Grover algoritmusét [5],
mely egy rendezetlen halmazban tud egy adott tulajdonsagu elemet a klasszikusnal
négyzetesen gyorsabb idében megtaldlni. Mivel a SAT nyelv eldontése is egy
ilyen probléméanak tekinthetd, (keresni egy olyan a € {0, 1}"-t, hogy ¢(x) = 1),
igy Grover algoritmusa a legtobb NP feladathoz egy négyzetes gyorsitast igér.
A maésik, ami taldn a legismertebb és legjelent&sebb, Peter Shor algoritmusa
[11], mely polinomidé&ben primtényezik szorzatdra bont egy tetszéleges szamot.
(Illetve Shor egy mésik uttoré algoritmusa a diszkrét logaritmus problémét
oldja meg [11]). Shor algoritmusa a kovetkezd észrevételekre épiil:  el8szor
is a primfaktorizacié visszavezethetd egy elem rendjének a megtaldlasiara a
kovetkezOképpen: Feltehetjiik, hogy N nem pédros és nem primhatvény. (ha
primhatvany, azt klasszikus mddszerekkel is el lehet hatékonyan donteni, ha
paros, akkor addig osztjuk 2-vel, mig paratlan lesz). Ekkor megmutathato,
hogy legalabb % val6szinlséggel egy random x € Zj; r rendje oszthatd 2-vel,
valamint 27/2 — 1 és z"/2 + 1 egyike sem tobbszorose N-nek. Ekkor 2" =
I(N) <= @2 -1)(@"?+1) =0(N) < (22 -1)(x"/? +1) = kN,
k € Z. Mivel egyik tag sem tobbszorcse N-nek, igy mindkét tag N-el vett
legnagyobb koz0s osztéjat kiszamolva, N-nek két nemtrividlis osztéjat kapjuk.
A rendkeres6 algoritmus pedig gy zajlik, hogy elészor valasztunk egy random



z-et, majd a Simon algoritmushoz hasonléan Hadamardokkal 1étrehozzuk az uni-

form szuperpoziciés dllapotot (ZaEZzl |a}|0)), majd a tobbi qubitre kiszdmoljuk

f(a) = z% (mod N)-t, végiil megmérjiik és tegyiik fel, hogy f(y)-t kapunk. Ez
egy |y) + ly + ) + |y + 2r)... alaka allapotot eredményez. Innen a Fourier-
transzformécié egy kvantumos valtozatat alkalmazva, majd egy méréssel és
tigyes utéfeldolgozéssal meg tudjuk taldlni r-t, azaz x rendjét a Z} csoport-
ban, ami tehét legalabb % valosziniiséggel jé lesz, azaz elvezet minket N egy
nemtrivialis osztéjanak megtalalasahoz.

Mind Shor, mind a legtobb, a klasszikusnal exponencialis gyorsabban megold-
haté probléma egy algebrai feladat, a rejtett részcsoport probléma specialis es-
etei. Ezek utdn tehat ezirdnyban folytattam a kutatast. A rejtett részcsoport
probléméaban adott egy G véges csoport, egy S C {0,1}' halmaz és egy f :
G — S figgvény, amirél tudjuk, hogy f(z) = f(y), akkor és csak akkor, ha x
és y ugyanabban a baloldali mellékosztalyaban van H-nak, valamilyen H < G
részcsoportra. Fkkor azt mondjuk, hogy f elrejti H-t. Feltessziik tovabba,
hogy adott egy ordkulum, mely kiszamolja f-et a fenti médon. A feladat a H
részcsoport megtalaldsa.

Példaul a Simon probléméndl G = Z7, H = {0, s}. A rendkeresd algoritmusndl
G = Zy(n), (ahol ¢(N), az N-nél kisebb, N—hez relativ prim egészek szama),
f(a) =x* (mod N), és H = (r) (ahol r az x rendje).

Ha G Abel csoport, akkor létezik altaldnos, polinomialis futdsidejli algoritmus,
ami megoldja a rejtett részcsoport problémat. Ez foképp azon mulik, hogy Abel
csoportokra hatékonyan kivitelezhet6 a kvantum-Fourier-transzformacié. Az al-
goritmus meglepéen egyszerii, mindossze egy kis reprezentaciéelmélet sziikséges
hozza. A nemkommutativ eset mar joval bonyolultabb. Itt még csak bizonyos
csoportokra ismertek hatékonyabb algoritmusok, azonban ezek is legjobb eset-
ben szubexponencialis idejliek. Ezek koziil tanulmanyoztam Ettinger és Hoyer
algoritmusat [2], mely a diédercsoportra ad egy olyan médszert, mely csak poli-
nom sokszor kérdez a kvantumos ordkulumtdl, viszont a kapott adatokhoz még
tovabbi exponencidlis idej klasszikus utéfeldolgozas sziikséges H megallapitdsahoz.
Fontos eredménye még a cikknek, hogy a Diéder csoport (Zy % Zsy) rejtett
részcsoport problémaja polinomidlisan visszavezetheté arra az esetre, amikor
H {(0,0),(s,1)} alaki. Egy masik fontos algoritmus a diéder csoport rejtett
részcsoportprobléméjéra Kuperberg algoritmusa [8]. Ez szubexponencialis (20(V1091G1))
futésideji. Réadésul dltaldnosithato tetszoleges G x Zo alaku csoportra, ahol
G Abel. A tdrigény ugyan szintén szubexponencidlis, de Regev [10] csindlt egy
moédositast, amivel apré futasidébeli noveléssel polinomidlis tarigénytivé teheto.
Ezutan témavezetém, Ivanyos Gabor utmutatasaval, Kuperberg algoritmusanak
néhany otletét felhasznalva kidolgoztam egy algoritmust, mely n-ben polinomiélis
és t-ben exponencidlis id6ben oldja meg a rejtett részcsoport probléméat Z3, X Zso-
ben. Ez egyben egy mésik fontos probléma, a rejtett eltolds egy specialis es-
ete Z3,-ben. Itt adott egy G véges csoport, egy S C {0,1} halmaz, és egy
f: G xZy — S leképezés, melyre igaz, hogy 3s € G f(x,0) = f(xs,1). Ennek
a legspecidlisabb esete volt a Simon probléma (ahol G = Z1).



Az algoritmussal a kari TDK-n is indultam. Az alapdtlete a kovetkez6: Hadamard
és kvantum Fourier transzformdciékkal tudunk létrehozni olyan (u, ¢, )) pdrokat,
ahol |p,) = %(\0) + &% 1)), ahol N = 2¢ és a skaldrszorzatot mod N kell
érteni. Tovabbd az u-k a Z§, csoport uniform random elemei, melyek ismertek
szédmunkra. Két ilyen |¢,), |@,)-bOl, egy egyszerii médszerrel kaphatunk egy
|Qutv) vagy egy |pu—v) dllapotot 3 — & valdszinfiséggel. Majd kihasznalva,
hogy Z% felett barmely n + 1 vektor linearisan Osszefiiggd, igy talalhatunk
olyan a; € {0,1} egyiitthatékat, amire > a;,u; = 0 (mod 2). Beldthat6, hogy
megfelelden vélasztva az a;-ket ZJ,_, egy véletlen elemének dupldjat kapjuk.
Ennek megfelelden Gsszeadjuk a |p)-ket is, és mivel u +v = u — v (mod 2),
igy mindegy, hogy a fenti mddszerrel mit kapunk. FEzt iterdlva a végén egy
olyan |¢,)-t kapunk, aminek a koordindtai oszthatok 2¢~l-el, {gy %(|O> +

(—1)%iez5|1)) alaki, ahol Z azon koordindtakbdl &ll, ahol u nem 0. Erre a
Hadamard inverzét alkalmazva (ami 6nmaga), majd megmérve a qubitet ka-
punk egy egyenletet s bizonyos koordinatdinak Osszegének paritasara, majd
kelléen sok ilyen mintdbdl meghatdrozhatjuk az s (mod 2) vektort. Ennek is-
meretében pedig a feladat visszavezethetd Zi,_, rejtett eltolds problémajara, s
igy ezt iteralva végiil meghatarozhatjuk s-et.

Tanulményoztam egy cikket Friedl Katalin, Ivanyos Gabor és mésoktdl [4], mely
egy hasonld hatékonysdgu algoritmust ad, rdadédsul feloldhaté csoportokra is al-
kalmazhaté. Ennek hatranya, hogy rendkiviil bonyolult, és exponencialisan sok
osszefonddott qubitet haszndl, mig a mi algoritmusunk egyszerti, és a tarigénye
minddssze kvadratikus. (s6t qubitekb6l elég linedris mennyiségli). Ez mér csak
azért is egy fontos szempont, mert a kvantumszamitogépeknal sokkal nagyobb
jelentéségli a tarigény, mivel rendkivil nehéz elérni, hogy a qubitek megfeleléen
viselkedjenek és ne fonddjanak Ossze egymadssal vagy ne 1épjenek kapcsolatba a
kornyezettel. Eppen ezért napjaink legjobb kvantumszamitégépe is mindGssze
54 qubittel operal.

Az algoritmus &ltaldnositdsa primhatvany és Osszetett alapokra sajnos nem
sikeriilt, ugyanis a hasznalt modszerek tulsagosan raépiiltek az alap kett6hatvanysagara.
Példaul a fent leirt médon a |¢,,)-kat megfelelden &sszeadni az dltaldnos esetben
mar csak exponencialisan kis valdszintiséggel lehet, raaddsul mivel a qubiteket
nem lehet lemésolni, igy még csak nem is tudjuk tobbszor megprébalni.

2 Kvantum bonyolultsagelmélet

A félév végén a kvantumszamitastudomény egy masik fontos teriiletével, a kvan-
tum bonyolultsagelmélettel kezdtem el foglalkozni. Ez olyan nyelvosztalyokkal
foglalkozik, mint a BQP, mely a kvantumszamitégéppel polinom idében eldonthetd
nyelvek osztalya, illetve klasszikus nyelvosztalyok kvantumos altalanositasaival.
Tlyen példdul a QIP, mely az IP (azon nyelvek, melyekre létezik interaktiv pro-
tokoll, ahol egy mindentudé Merlin be tudja bizonyitani igy Arthurnak polinom
sok 1épésben, hogy x € L, hogy Arthur exp nagy valdsziniliséggel elfogad, el-
lenkez6 esetben pedig Merlin minden bizonyitasat Arthur csak exponencidlisan



kicsi valdszintiséggel fogadja el), vagy a QMA mely MA (azon nyelvek osztilya,
melyekhez 1étezik olyan interaktiv protokoll, ami csak egy fordulds, azaz Mer-
lin kiild egy bizonyitdst, majd Arthur valamilyen véletlen bitsorozatot valaszt
és ezek fuggvényében eldonti, hogy elfogad-e) dltaldnositdsa. Az dltaldnositds
t6bbnyire abban 4l, hogy megengedjiik, hogy az lizenetek (akar 6sszefonédott)
kvantumbitek legyenek, illetve Arthurnak mér egy kvantumszamitégépe van. Itt
rengeteg érdekes cikket és eredményt taldltam. Mivel egy kvantunszamitogép
egy qubitre Hadamardot alkalmazva, majd megmérve a qubitet tud egy véletlen
pénzfeldobdst szimuldlni, igy a BPP C BQP tartalmazas trividlis. A[3] cikk
példaul tigynevezett gapP fliggvények segitségével (ezek olyan fliggvények, amikre
létezik olyan nemdeterminisztikus Turing gép, hogy f(x) megadja, hogy men-
nyi T elfogadd 1épéssorazatinak — T elutasitd lépéssorozatainak szdma x in-
puton) megmutatja, hogy BQP C PP. Egy maésik cikk [9] ennél erdsebbet is
beltott, hasonlé médszerekkel, mégpedig, hogy QM A C PP is fennél. Erdekes
eredménye szintén ennek a cikknek, hogy mig klasszikus esetben minden kon-
stans sok fordulds Arthur-merlin jaték osszeomlik AM-re, addig a kvantumos
esetben csak QM AM-re omlik 6ssze, rdadasul itt az is teljesiil, hogy QM AM =
QIP =1P = PSPACE [6], azaz a kétfordulés kvantum Atrhur Merlin jatékok
mér ugyanolyan er6sek, mint tetsz6leges klasszikus/kvantum interaktiv pro-
tokoll. A valés esetben egy ilyen eredmény tébbek kozt PH O6sszeomldsat
eredményezné, tehat valdsziniitlen. Még meghokkentobb eredmény, melyet egy
200 oldalas cikkben idén publikaltak, hogy a tobb bizonyités esetben a kvan-
tumos valtozat sokkalta er6sebb, mint a klasszikus, méghozza mig MIP =
NEXP, addig MIP* = QMIP = RE [7], ahol RE a rekurziv felsorolhaté
nyelvek osztalya. Tehat kvantumos esetben még klasszikusan eldonthetetlen
nyelvekre is 1éteznek tobb Merlines interaktiv bizonyitasok, azaz példaul a hires
ledllasi problémara is. Ezt a tobbletet elsésorban az adja, hogy két kvantum
Merlin, még a protokoll el6tt el tud késziteni egy Osszefonddott qubit part,
melynek egyik qubitjét az egyikuk, masik qubitjét a masikuk érzi meg.
Szamtalan érdekes nyitott kérdés taldlhaté ezen a teriileten. Példaul igaz-e,
hogy QCM A, ahol Merlin csak klasszikus biteket kiildhet Arthurnak, egyenld
QM A-val? Jelenleg a klasszikus PH mintdjara BQP-bol és QM A-bdl alkotott,
3 kiilonbo6z6 kvantum-polinomidlis hierarchia tulajdonsagait vizsgalom, illetve a
modellek kozti Osszefliggéseket.
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