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1 Bevezetés

A White sejtés [1] szerint egy M matroid B, B’ € B bézisa kozott 1étezik szim-
metrikus kicserélések olyan sorozata, ami B-t B’-be viszi.

Ez az allitas bizonyitott példdul grafikus matroidokra és regularis matroidokra
[2], viszont linedris matroidokra még nem ismert az eredmény. A félév sordn
els6dlegesen az Iy feletti linedris matroidok esetén vizsgaltam a feladatot, tobbek
kozott azért, mert itt még kisebb méret mellett megvizsgalhaté az Gsszes ma-
troid és ezért konnyen lehet példékat és ellenpéldakat keresni.

2 A sejtés linearis matroidokra

Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy a vizsgdlt M(S,B) ma-
troidra teljesiil, hogy S = B U B’, ahol B, B’ € B és BN B = (). Ellenkez es-
etben a matroid megszorithaté a BAB’ halmazra, ha erre van megoldds, akkor
az kiegészitheté megolddssa B U B’-ben is.

A linearis matroidok minden esetben reprezentalhatéak tgy, hogy egy rang
méretli egységmatrix, és tovabbi oszlop vektorok. Legyen a matroid rangja r,
most a feltevés miatt a linedris matroid reprezentalhaté egy rxr-es egységmatrixal
és egy A € K™ nem szinguldris métrixal (, ahol K egy test). Legyen az
{e1,ea,...,e.} és {a1,aq,...,a,} rendre az egységmatrix és A oszlopai.

Az allitas atfogalmazhatdé gy, hogy létezik 7 és mo permutéacié ugy, hogy az
{eri(1)s €y (2)s -+ 1 €y (1) Qo (1) Qg (2) - - - » Gy () } SOTOZALTA teljesiil, hogy barmely
r egymast kovetd eleme és azok komplementerei bazist alkotnak a matroidban,
vagyis linearisan fiiggetlenek. A sorok felcserélése nem befolyasolja az oszlopvek-
torok fiiggetlenségét, a sorokat atrendezve m; szerint Ujra egységmatrixot ka-
punk. Vagyis vizsgalhato6 a kovetkezd, 1étezik-e olyan m. és m, permutacid, hogy
A oszlopait 7., sorait m, szerint atrendezve teljesiil a feltétel.

Azok a halmazok, amelyek bazist kell alkossanak a matroidban, az aldbbi
modon irhaték fel:
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Ahol az I;-k az egységmatrixot és az Aj-k az A matrixot alkotjdk, I1,A4; €
KEXk I, Ay € KU—F)*(r=F)  Ekkor a feltétel szerint az aldbbi matrixok nem

szingularisak:
_ .[1 AQ _ 0 Al
My = [o AJ M, = [12 A3]

A kifejtési tétel alapjan det(M;) = det(A4) és det(Ma) = det(A;), vagyis
a sejtés linearis matroidok esetében a kovetkezOvel ekvivalens. Minden nem
szinguldris A € K"™*" métrix esetén létezik a soroknak és oszlopoknak olyan
atrendezése, hogy a sarok- és anti-sarokfominorjai nem szingularisak.



3 Binaris matrixok

3.1 Tesztelés

Binaris matrixok elényosek abbdl a szempontbdl, hogy tobb allitast lehet akér
7 x 7 vagy 8 x 8-as matrixokra is ellenOrizni.

Ezt a kérdést legfeljebb 7 x 7-es binaris matrixokra ellenériztem és ezekre
mind igaz volt. 8x8-as esetre még ellendrizheto az allitas kelléen erds szamitégépen
értelmes id6ben.

3.2 Jelolések
Definicié 3.1. Legyen I,J C [r], A € F*" esetén A[I, J] jelolje az A mdtriz I

sorai és J oszlopai dltal meghatdrozott részmdtrizot.

Definicié 3.2. Legyen I,J C [r], A € Fy*" esetén A(I,J) jelolje az A mdtriz
I sorai és J oszlopai kihagydsdval meghatdrozott részmdtrizot.

Definicié 3.3. Sym,. jelolje az r elemii permutdciok csoportjat.

Definicié 3.4. P = (n.,m,) € Sym?2 és A € Fy*" esetén P(A) jelentse az A
matriz dtrendezettjét, ahol az oszlopokat m. a sorokat pedig m, szerint rendezzik
dat.

Definicié 3.5. P € Sym? esetén legyen PT(A) := P(AT) és SymiT ={PT:
P € Sym?}.

Definici6 3.6. A,B € Fy*" legyen A ~, B < 3P € S € Sym2 U Sym? . :
P(A)=B.

3.3 Rendezés

Jé lenne, ha nem kellene minden bindris nem szingularis binaris méatrixra iga-
zolni az allitast, hanem esetleg csak ezeknek egy specidlis részhalmazara.

Ha 1étezik valamilyen Osszehasonlitas a matrixok kozott példaul egy < ren-
dezés, ami teljesiti, hogy ha A, B € F5*" nem szinguldris métrixok és A < B
és A atrendezhets a sejtésnek megfelel6 médon, akkor B-is. Egy ilyen ren-
dezés esetén elegendd megvizsgalni a minimalis elemeket és azokra bizonyitani
az allitast.

3.3.1 1. Rendezés

Legyen a <1C Fy x Fy binér relacié a kovetkezo:

AP € Sym? U Sym?2 VI, J C [r],|I| = |J|:

A=< B <
det(P(A)[I,.J]) 0 = det(B[I, J]) £ 0

Ha A <; B, és A egy rendezése megfeleld, akkor B egy rendezése is az,
mert ha A egy részmétrixa nem szingularis, akkor az a megfelel§ részmétrix



B-ben nem szinguldris. A sarok- és anti-sarokféminorok determindnsa a tran-
szponalasnal nem véltozik, ezért a transzpondalds esetén is igaz az allitas.
Ez részbenrendezés:

e Reflexiv: trividlisan teljesiil.

e Antiszimmetrikus: mivel az 1 X 1-es részmatrixokra is teljesiil az allitas,
ezért, ha A <1 B és B <1 A egyszerre teljesiil, akkor A = B.

e Tranzitiv: trividlisan teljestil.

3.3.2 2. Rendezés

Legyen a <5C Fy x o binér relacié a kovetkezo:

3P e Sym2 U Sym?2 VI, J C [r],|I| = |J|:
A=<y B = det(P(A)[I,J]) # 0 és det(P(A)(I,.J)) # 0 =
det(B[I,J]) # 0 és det(B(I,J)) #0

Az A € Fy*" és I,J C [r],|I| = |J| esetén, ha det(A[I,J]) = 0 vagy
det(A(I,J)) = 0, akkor sem A[l,J] sem A(I,J) nem lehet sem sarokf6minor,
sem anti-sarokféminor, vagyis csak azok az esetek kellenek, amikor egyik sem
szingularis. Ez méar nem részben rendezés:

e Reflexiv: trividlisan teljesiil.
e Antiszimmetrikus: ez mar nem teljesiil.
e Tranzitiv: trividlisan teljestil.

Ez mér nem részben rendezés, de még mindig igaz az llitds, hogy ha A <5 B,
akkor elég A-ra bizonyitani az allitdst. Ezdltal bevezethetd egy ekvivalencia
reldci6 A ~o B & A <5 Bés B <5 A. Az ekvivalenciaosztdlyok kozott mér
részbenrendezés.

Megjegyzés. A <1 B= A<, B

3.3.3 3. Rendezés

Nevezziink egy matrixot jonak, ha teljesiti, hogy a sarok- és anti-sarokféminorjai
nem negativak. Legyen A € F5*" ekkor legyen P(A) a kovetkez6 halmaz:

P(A) ={P: P e Sym? U Sym?p és P(A) j6 métrix}
Legyen a <3C Fy x Fy binér relacié a kévetkezo:

3P € Sym?u Symf_’T :

A<3B —
P(P(A)) CP(B)



, ahol (P o P')(A) = P(P'(A)).

Ez a masodik rendezésnél is er6sebb allitds, mert ez mar csak azokra az
allapotokon mulik, amik szdmitanak (ilyen szempontbdl ez a legjobb rendezés).
A masodikhoz hasonléan ez sem részbenrendezés, viszont itt is be lehet vezetni
egy ~3 ekvivalencia relaciét és az ekvivalencia osztalyokon mar részben rendezés.

Megjegyzés. A <o B= A <3 B

3.3.4 Eredmények

Az el6z6 rendezéseket alkalmazva 5x5-s méretig végignéztem a binaris matrixokat,
és vizsgdltam ezek minimadlis elemeit. A hdrom rendezés kapcsolata miatt
(A <1 B= A <y B = A <3 B) lehet egymds utdn <3, <2 és <; sor-
rendben haszndlni. (Ekkor lehetséges, hogy egy ekvivalencia osztdlyon beliil
a kés6bbiekben tudunk minimumot vélasztani.)

Példaul 3 x 3-as binaris métrixok kozott ~, szerint 6 ekvivalencia osztaly
van és ezek kozott ketté minimalis elem van a rendezések szerint:

0 0 1 10
1 0 1 01
0 1 1 1 1

S O =

A minimalis osztalyok szama adott méretii matrixhoz:

’ T ‘ Nem szingularisok szdma ~,, szerint | Minimélis osztalyok szdma

3 6 2
4 36 7
5 505 71

Egy-két szabdlyos matrix megfigyelheté a minimalisok kozott, példaul az
identitds matrix mindig minimélis osztdlyban lesz, és a fels6 és alsé haromszogmatrixokat
mind megel6zi.

Altaldnosan nem taldltam jo kategorizalast a minimélis métrixok reprezentélaséra,
amely az 5 X 5-0s matrixok esetén is minden esetet lefedett volna.

4 Egyenletesen siirti matroidok

A linedris eseten kiviil vizsgdltam egy kapcsolédé masik allitdst is az egyenlete-
sen slri matroidokrdl, ezt altalanosan nem csak a linearis matroidok esetében.

Definicié 4.1. Egy M(S,r) matroid egyenletesen siirii, ha VX C S esetén:

x| _ 18]
r(X) = ()

Megjegyzés. Ez a sziikséges feltétele példdul annak is, hogy egy matroidot fel

lehessen bontani fr‘(b;‘)} darab fiiggetlen halmaz unidjdra.




Egyenletesen siirti matroidok esetén a kiovetkezd a sejtés. Legyen M(s,r)
matroid, ahol S = {sg,s1,...,8n,-1}, ha M egyenletesen siirli, akkor 1étezik
olyan 7 permutécid, amire teljesiil, hogy Vi € [n] esetén X; = U;;é{sw((iﬂ-) mod n) }
fiiggetlen.

Megjegyzés. Ha M két bdzis unidja, akkor teljestil a striségi feltétel, ekkor ez
a sejtés gyengébb, mivel az erdsebb sejtés megkoveteli, hogy a két bdzis elddlljon
Xi—k’ént.

Definicié 4.2. M(S,r) matroid és X C S esetén 5(X) := | X| —r(X).

Allitas 4.1. Legyen M(S, ) matroid és tegyiik fel, hogy 3(S) > 0, ekkor minden
X C S-re amire r(X) > 0 teljesiil, hogy
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Megjegyzés. Ebbdl kdvetkezik ha C a matmz’d egy kore, akkor B(C) = 1,

ezdltal ﬁ((g)) <|C|, + 1 hosszi.

B(S

B(S) = 0 esetben trividlisan teljesiil a sejtés. 5(S) = 1 esetben a megjegyzés
alapjén minden kor legaldbb r(S) 4+ 1 hosszu, vagyis S egy kor.

4.1 [(S) =2 eset
Ekkor a matroid minden korének a hossza legaldbb IS‘T_2 +1= @

Allitas 4.2. Ha C1,Cs € C a matroid kérei, és Cy # Ca, akkor S = C1 U Cs.

Bizonyitas. Tegytk fel, hogy nem legyen X = C; U Cy. Mivel Cy # Cs, ezért
01\02 75 0 és 02\01 7& 0. = T’( ) < |X‘ 2 mert e € 01\02 esetén Cy € X—e,
vagyis X —e nem fiiggetlen. Ekkor ‘él) > B ‘)‘(‘ > 15 ‘fl2 = Tl(%‘), ami ellentmond

a stirliségi feltételnek. O

Allitas 4.3. Legyen M(S,r) egyenletesen siird matroid, amire B(S) = 2 és
legyen C a matroid kéreinek halmaza, ekkor C' = {S\C : C € C} S particidja.



Bizonyitds. Legyen C1,Cy € C, ekkor az el6z6 éllitas miatt C; UCy = S =
(S\C1) N (S\C3) = 0, vagyis C’" elemei diszjunktak.

Tegyiik fel, hogy létezik e € S, amire e & | JC’, ekkor e € C; N Cs, a gyenge
koraxiéma alapjn létezik C' € C, amire C C C1UCy ése ¢ C. Ekkore € S—C
és e € |JC’, ami ellentmondds. O

Allités 4.4. Egy S alaphalmazon eqy P particié esetén C = {S\H : H € P}
eqy matroid korei.

Bizonyitds. Az 1. axiéma trividlisan teljesiil, mert C7,Cy € C esetén, ha C; C
Cy, akkor S\Cy C S\C1, mivel P particid, ezért ez csak akkor lehet, ha C; = Cs.
A 2. axiémédhoz kell, hogy e € C; N Oy esetén létezzen C C Cy U Cy,e ¢ C
és C € C. Mivel C; UCy = S ezért ez nem megkotés és minden e € S-re 1étezik
H € P amire e € H és ekkor C = S\H-ra e ¢ C.
Vagyis teljesiilnek a koraxiémak. O

Ezéltal azok az egyenletesen siirii matroidok, amikre §(S) = 2, pontosan
megfeleltethet8k azon P particidinak S-nek, ahol VX € P teljesiil, hogy |X| <
LS|
7.
Megjegyzés. Grafikus matroidok esetén még ennél is jobban lehet karakterizalni
az ilyen tulajdonsdgu grdafokat. Pontosan azon grdfok grafikus matroidja lesz
egyenletesen stird B(S) = 2 mellett, amire létezik u v két csics és a graf hdrom
pontdiszjunkt Ut u és v kozott, ami kozil barmely kettd hosszdnak dsszege le-

galdbb 2L, [3]
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