Elliptikus gorbék artimetikaja
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1 Bevezetés

Szakdolgozatomban a csoportkohomolégiaval foglalkoztam, majd a mesterképzés elsd félévében
tobbek kozott algebrai szamelméletrdl és algebrai gérbékrsl tanultam. Az elliptikus gorbék té-
makore — amely egy sokat kutatott része az algebrai szamelméletnek — igy jol illeszkedett a
tanulmanyaimba. James Milne jegyzetébdl tobbek kozott a komplex szédmok feletti elliptikus
gorbékrdl is sok mindent tanultam, azonban ebben az Osszefoglaloban az elliptikus gorbék ar-
itmetikajarol irok részletesebben, a végss cél a véges bézis-tétel belatasa a racionalis szamok

teste felett.

2 Elliptikus gorbék csoportstruktaraja

Definici6 2.1. Egy elliptikus gorbe a k tokéletes test felett egy 1 génuszt gérbe, amelyen ki
van jelolve egy O € E(k) pont.

A gbrbe pontjain a kovetkezé miveletet tudjuk definidlni: Az A és B pontok Osszegéhez
legyen S az AB egyenes harmadik metszéspontja a gorbével, ekkor A+ B legyen az SO egyenes
harmadik metszéspontja a gorbével. (Ha P = @, akkor a P(Q egyenes a gérbe P pontbeli

érintgjét jeloli.)



Vilagos, hogy ez a miivelet kommutativ. Egységelem lesz az O pont, egy A pont inverze
pedig az OA egyenes gorbével vett harmadik metszéspontja lesz. A miivelet asszociativitasa a

Bézout-tételbdl kovetkezik.

Jelblés 2.2. Az E/k gorbe n-edrendd pontjainak csoportja E, (k).

3 Kohomologiai emlékeztetd

Definici6 3.1. Ha G csoport, M pedig ZG-modulus, akkor az f : G — M leképezést keresztezett

homomorfizmusnak hivjuk, ha minden 0,7 € G esetén
flor) = f(o)+of(r) teljesiil.
A keresztezett homomorfizmusok koziil principalisnak nevezziik azokat, amelyekre
f(o) =om —m valamely m € M elemre.

Definici6 3.2. Ha G csoport, M pedig ZG-modulus, akkor a nulladik csoportkomomolégia
HY(G, M) =M%, ahol MY = {m € M | gm = m}. Az els6 kohomolégia pedig

HY (G, M) = {G — M keresztezett hom.}
"7 {G — M princ. keresztezett hom.}’

Tétel 3.3 (A kohomoldgia hosszi egzakt sorozata). Ha 0 - A — B — C' — 0 ZG-modulusok

egzakt sorozata, akkor a kovetkezd sorozat egzakt:
0— H°G,A) — H°(G,B) - H(G,C) - H'(G,A) - H'(G,B) — ...
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Az Inf és Res leképezésekbdl kapjuk a kovetkezét:

Allitas 3.4. Ha H < G részcsoport, M pedig ZG-modulus, akkor a

Inf Res

0— H (G/H, MH> gy, My B 5 H, M)
sorozat egzakt.

A csoportkohomologiat végtelen csoportokra is tudjuk definialni.

Definici6 3.5. Ha k test, G = Gal(k*/k), akkor legyen
HY(G, M) = ling H* (G/H, MH> .
H<G

Jelolés 3.6. Ha E elliptikus gorbe k felett, akkor legyen

H' (Gal(k"/k), E(k™)) = H'(k, E).

4 A véges bazis-tétel a racionalisok felett

Az elliptikus gorbék csoportjainak vizsgalatanal az egyik alapvetd tétel a Mordell-Weil-tétel,
amely azt mondja ki, hogy F(K) végesen generalt minden K szamtestre. Itt most csak K = Q-
ra vazolom a bizonyitast, azoban ez kisebb modositasokkal hamar altaldnosodik tetszéleges
szamtestre.

El6szor azt fogjuk belatni, hogy B (Q>/

nE(Q) veges. Ez ugyan gyengébb &llitds a véges

bézis-tételnél, azonban a bizonyités ezen része igényel tobb munkat és (algebrai szamelméleti)

tudast, utdna méar rovid tton adodik a véges bazis-tétel is.

Lemma 4.1. Ha a K test algebrailag zdrt és E /K elliptikus gorbe, akkor az n-nel vald szorzds,

azaz p : E(K) — E(K), ¢(P) = nP szirjektiv.
Ebbdl kapjuk, hogy a
0— E,(Q") — E(@Q") & E(Q) =0
sorozat egzakt, majd a kohomologia hosszu egzakt sorozatabol

0— E,(Q) — E(Q) =~ E(Q) » H'(Q,E,) - H(Q,E) » H'(Q,E)



egzakt, vagyis az n-nel vald szorzasoknal képet, illetve magot véve kapjuk, hogy

0—>E(@)/

WBQ) — H'(Q.F) = H(Q E), »0
is egzakt.
Ha a gorbét Q helyett Q, felett tekintjiik, akkor a kévetket6 kommutativ diagramot kapjuk:

0—PQ) pg)— HYQ B) — H(Q B), —0
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0— E(Qp)/nE(Qp) — HY(Q,, E,) — H'(Q,, E), — 0

HY(Q, E,)-t szeretnénk egy olyan részcsoportjara lecserélni, amely még tartalmazza B (Q)/n E(Q)
képét, de be lehet rola latni, hogy véges. Ha egy v € H'(Q, E,,) benne van a képben, akkor a re-
dukaltja, v, pedig az als6 sorbeli képben van benne. A sorozat egzaktséga miatt az E(Qy )/nE (Qyp) -
H'(Q,, E,) leképezés képe megegyezik a H'(Q,, E,) — H'(Q,, E), leképezés magjaval, igy

definialhatjuk a kovetkezd csoportokat:
Definicié 4.2. Az FE/Q elliptikus gérbe Selmer-csoportja

SM(E/Q)={ye€ H'(Q,E,) | ¥p 1, € H(Q,, E,) a lenti képben van benne} =

= ker (Hl(@, E) = [ H (@, En)> :
p prim
Tate-Safarevics-csoportja pedig

I1I(E/Q) = ker <H1<@,E> - 11 H%@p,E))-

p prim

HY(Q E,) = H'(Q,E)n — || H'(Qp, E)n
p prim
egzakt sorozatra a kigyo-lemmébol azt kapjuk, hogy

0—E@Q, B(@) = S™(B/Q) — (E/Q), — 0

egzakt, vagyis E (Q)/

nE(Q) végességéhez elegendd azt megmutatni, hogy S (E/Q) véges.

A Selmer-csoportot Q helyett tetszéleges K szamtestre is definialni tudjuk.

Lemma 4.3. Minden véges K/Q Galois-bévitésre és n > 1 egészre az
SMW(E/Q) = S™(E/K)

leképezés magja véges.



Tehéat a homomorfizmustétel miatt ha S™(E/K) véges valamely K-ra, akkor S (FE/Q) is
az. A S™(E/K) csoport végességének bizonyitasakor két fontos algebrai szdmelméleti allitast

hasznalunk fel:
Tétel 4.4. Ha K/Q véges bovités, akkor az osztdlyszdma véges.

Tétel 4.5 (Dedekind). Ha K/Q véges bovités, akkor az algebrai egészek kiozott az egységek

csoportja végesen generdlt.

Most pedig azt fogjuk belatni, hogy F(Q) végesen generalt, ehhez magassagfiiggvényekre lesz
sziikségiink. A magassagfiiggvény az abszolut értékre hasonlit, elGszor definialjuk a projektiv

tér racionalis pontjain:

Definicié 4.6. Ha P = (ap : ... : a,) € P*(Q), akkor (ay,...,a,) primitiv reprezentansa

P-nek, ha a; € Z és legnagyobb kozos osztojuk 1. Ekkor legyen H(P) = max; |a,|.

Ehhez hasonléan tudunk magassagfiiggvényt definialni F racionalis pontjain is, a kovetkezs-

képpen:

Definicié 4.7. Egy P € E(Q) pont esetén legyen H(P) = H(x(P) : z(P)) ha z(P) # 0, és 1
ha z(P) = 0. Legyen h(P) =log H(P).

Az E-n lévé magassagfiiggvényt tobbféleképpen is lehet definialni, ezek kiilonbsége korlatos.
Két tulajdonsagot megkovetelve mar egyértelmien fog létezni egy kanonikus magassagfiiggvény,

errdl szol a kovetkezd allitas.

Tétel 4.8. Pontosan egy olyan h E(Q) — R fiiggvény létezik, amelyre iL(P) — h(P) korld-
tos E(Q)-n és iL(ZP) = 4fz(P), ezt hivjuk a kanonikus magassdgfiiggvénynek. Konkrétan

megadva

h(P) = lim h2"P)

n—oo 4n ’

raaddsul h kvadratikus alak is.

Allitas 4.9. Minden C > 0 esetén {P € E(Q) | h(P) < C} wvéges, valamint h(P) > 0,

eqyenldség pedig pontosan akkor teljesiil, ha P rendje véges.
Innen a kovetkezo allitasbol mar kovetkezik, hogy F(Q) végesen generélt:

Allitas 4.10. Legyen C olyan, hogy S = {P € E(Q) | h(P) < C} tartalmazza E(@)/QE(@)
mellékosztdlyainak egy-eqy reprezentdnsdt. (Ilyen C' létezik, hiszen K <@>/2 E(Q) véges.) Ekkor
S generdlja E(Q)-t.
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