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Elliptikus gorbék

Definicié

Egy elliptikus gorbe a k tokéletes test felett egy 1 génuszi gorbe,
amelyen ki van jel6lve egy O € E(k) pont.
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Elliptikus gorbék

Definicié

Egy elliptikus gorbe a k tokéletes test felett egy 1 génuszi gorbe,
amelyen ki van jel6lve egy O € E(k) pont.

Ekvivalensen egy harmadfoki projektiv nemszingularis k feletti sikgorbe
egy O € E(k) ponttal.

E(k)-n létezik Abel-csoportstruktara, amely fiiggetlen O valasztasatél.

Tétel (Véges bazis)

E(K) végesen generalt minden K szamtestre.
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A gyenge véges-bazis tétel

Cel:
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A gyenge véges-bazis tétel

Cél: E(Q)/nE(Q) véges.
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A gyenge véges-bazis tétel

Cél: E(Q)/nE(Q) véges. Késébb:
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A gyenge véges-bazis tétel

Cél: E(Q)/nE(Q) véges. Késtbb: E(Q) végesen generalt.
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A gyenge véges-bazis tétel

Cél: E(Q)/nE(Q) véges. Késtbb: E(Q) végesen generalt.

Ha a K test algebrailag zart és E/K elliptikus gorbe, akkor az n-nel valé
szorzas, azaz ¢ : E(K) — E(K), ¢(P) = nP sziirjektiv.
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A gyenge véges-bazis tétel

Cél: E(Q)/nE(Q) véges. Késtbb: E(Q) végesen generalt.

Ha a K test algebrailag zart és E/K elliptikus gorbe, akkor az n-nel valé
szorzas, azaz ¢ : E(K) — E(K), ¢(P) = nP sziirjektiv.

0— E,(Q") = E(Q") & E(Q) =0
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A gyenge véges-bazis tétel

0— E,(Q") = E(Q") & E(Q) =0
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A gyenge véges-bazis tétel

0— E,(Q") = E(Q") & E(Q) =0

Kohomoldgia hosszii egzakt sorozatabdl:

0 — En(Q) = E(Q) = E(Q) — HY(Q, E,) » HY(Q, E) = H'(Q, E)
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A gyenge véges-bazis tétel

0= E,(Q") = E(Q@) % E(Q") =0
Kohomolégia hosszi egzakt sorozatabdl:
0= E,(Q) = E(Q) = E(Q) — HY(Q, E,) = HY(Q, E) = HY(Q, E)
Vagyis

0—— EQ gy —— HI(Q E) —— HI(Q. E), ——0

T
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A gyenge véges-bazis tétel

0—— EQ gy —— HI(Q E) —— HI(Q, E), ——0

| |

0—EQo) p(g,) — H (@, ) — HY(@p E)s — 0
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A gyenge véges-bazis tétel
0—— EQ) p(g) —— HH(Q E) —— HY(Q. E) ——0

| |

0—EQo) p(g,) — H (@, ) — HY(@p E)s — 0

Az E/Q elliptikus gorbe Selmer-csoportja

S(E/Q) = {y € HY(Q, E,) | Yp 7, € HY(Q,, E,) a lenti képben van} =

= ker <H1(Q, E,) — H HY(Qp, En)) 9

p prim
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A gyenge véges-bazis tétel
0—— EQ) p(g) —— HH(Q E) —— HY(Q. E) ——0

| |

0—EQo) p(g,) — H (@, ) — HY(@p E)s — 0

Definicié
Az E/Q elliptikus gorbe Selmer-csoportja

S(E/Q) = {y € HY(Q, E,) | Yp 7, € HY(Q,, E,) a lenti képben van} =

= ker <H1(Q, E,) — H HY(Qp, En)) 9

p prim

Tate-Safarevics-csoportja pedig

II(E/Q) = ker (Hl(@, E)— [ H'(Qs E)) :

P prim
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A gyenge véges-bazis tétel

HY(Q, E,) = H Q. E)n = ] H(Qp, E)s

p prim
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A gyenge véges-bazis tétel

HY(Q, E,) = H Q. E)n = ] H(Qp, E)s

p prim

Kigyé-lemmabdl:

0 EQ) £ g) = SU(E/Q) — TI(E/Q), 0
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A gyenge véges-bazis tétel

HY(Q, E,) = H Q. E)n = ] H(Qp, E)s

p prim

Kigyé-lemmabdl:

0 EQ) £ g) = SU(E/Q) — TI(E/Q), 0

Minden véges K/Q Galois-b6vitésre és n > 1 egészre az

S(E/Q) — S(E/K)

leképezés magja véges.
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A gyenge véges-bazis tétel

HY(Q, E,) = H Q. E)n = ] H(Qp, E)s

p prim

Kigyé-lemmabdl:

0 EQ) £ g) = SU(E/Q) — TI(E/Q), 0

Minden véges K/Q Galois-b6vitésre és n > 1 egészre az

S(E/Q) — S(E/K)

leképezés magja véges.

Tehat elég belatni, hogy S("(E/K) véges valamely K-ra.
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Magassagfiiggvények

Definicié

Ha P=(ap:...:a,) € P"(Q), akkor (ao, ..., a,) primitiv
reprezentansa P-nek, ha a; € Z és legnagyobb kdzds osztdjuk 1.
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Magassagfiiggvények

Definicié

Ha P=(ap:...:a,) € P"(Q), akkor (ao, ..., a,) primitiv
reprezentansa P-nek, ha a; € Z és legnagyobb kdzds osztéjuk 1. Ekkor
legyen H(P) = max; |a|.

|
N

Definicié

Eg){ f]’ c é:'(()@ ont esetén legyen H(P) = H(x(P) : z(P)) ha z(P)

><
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=}
A\

\
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Magassagfiiggvények

Definicié

Ha P=(ap:...:a,) € P"(Q), akkor (ao, ..., a,) primitiv
reprezentansa P-nek, ha a; € Z és legnagyobb kdzds osztéjuk 1. Ekkor
legyen H(P) = max; |a|.

Definicié
Egy P € E(Q) pont esetén legyen H(P) = H(x(P) : z(P)) ha z(P) # 0,
és 1 ha z(P) = 0. Legyen h(P) = log H(P).

| \

\
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Magassagfliggvények

Definicié

Ha P=(ap:...:a,) € P"(Q), akkor (ao, ..., a,) primitiv
reprezentansa P-nek, ha a; € Z és legnagyobb kdzds osztéjuk 1. Ekkor
legyen H(P) = max; |a|.

Definicié
Egy P € E(Q) pont esetén legyen H(P) = H(x(P) : z(P)) ha z(P) # 0,
és 1 ha z(P) = 0. Legyen h(P) = log H(P).

Allitas

Pontosan egy olyan A/A7 : E(Q) - R fliggvény létezik, amelyre /A7(P) — h(P)
korlatos E(Q)-n és h(2P) = 4h(P), ezt hivjuk a kanonikus
magassagfiiggvénynek. Konkrétan megadva

h(P) = lim h(2"P)

n—oo 4n ’

raadasul h kvadratikus alak is.

Csahék Timea Elliptikus gdrbék artimetikaja



A bizonyitas vége

Minden C > 0 esetén {P € E(Q) | h(P) < C} véges, valamint h(P) > 0,
egyenl6ség pedig pontosan akkor teljesiil, ha P rendje véges.
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A bizonyitas vége

Minden C > 0 esetén {P € E(Q) | h(P) < C} véges, valamint h(P) > 0,
egyenl6ség pedig pontosan akkor teljesiil, ha P rendje véges.

Legyen C olyan, hogy S = {P € E(Q) | h(P) < C} tartalmazza
E(@)/2E(Q) mellékosztalyainak egy-egy reprezentansat. (llyen C létezik,

hiszen E(Q)/QE(Q) véges.) Ekkor S generélja E(Q)-t.
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Kitekintés

E(Q) =~ E(Q)tors X Zr
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Kitekintés

E(Q) =~ E(Q)tors X Zr

E:Y?Z =X3 - XZ? ~ E(Q) ~ (Z/27.)?
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Kitekintés

E(Q) =~ E(@)tors X Zr

E:Y?Z=X3}-XZ?~ E(Q) ~ (2/2Z)?

Tetsz6legesen nagy r-re létezik r rangi elliptikus gérbe Q felett.
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Kitekintés

E(Q) =~ E(@)tors X Zr

E:Y?Z=X3}-XZ?~ E(Q) ~ (2/2Z)?

Tetsz6legesen nagy r-re létezik r rangi elliptikus gérbe Q felett.

Y24 XY +Y =X3 - X2—
—244537673336319601463803487168961769270757573821859853707 X +
+96171018205318303454622297925880681774327
0682028964434238957830989898438151121499931
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Kitekintés

E(Q) =~ E(@)tors X Zr

E:Y?Z=X3}-XZ?~ E(Q) ~ (2/2Z)?

Tetsz6legesen nagy r-re létezik r rangi elliptikus gérbe Q felett.

Y24 XY +Y =X3 - X2—
—244537673336319601463803487168961769270757573821859853707 X +
+96171018205318303454622297925880681774327
0682028964434238957830989898438151121499931

ITI(E/Q) mindig véges.
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K6szonom a figyelmet!
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