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1. Bevezetés

1. Bevezetés

A kvantum-informaciéelmélet a kvantumelméletet és az informaciéelméletet 6tvoz6 tudomany-
teriilet, melyben a fizikai rendszerek statisztikus leirdsdval bevezetett eszkozok segitségével vizs-
galnak informaciéelméleti kérdéseket. Ennek egy részteriilete a kvantum Shannon-elmélet, ami-
ben a kalsszikus infrorméaciéelmélet problémainak analdgidi keriilnek a fékuszba és egyik f6
feladata egy kvantum rendszerben a kiillénb6z6 csatornak kapacitdsanak meghatdrozasa. A ku-
tatomunka soran Osszefont allapotok kozott, egy bizonyos statikus csatornan keresztiili transz-
formécié feltételeit vizsgaljuk. A beszamoloban csak a legsziikségesebb fogalmakat tudom be-
vezetni, hogy a terjedelemre vonatkozé keretbe minél inkabb beleférhessek, ugyan ezen idokbdl
fogom az &llitasokat is bizonyitds nélkiil hagyni. A jel6lésekhez kapcsoléddéan meg kell emli-
tenem, hogy hasznalni fogom a Dirac-jel6lést, ami a matematikai irodalomban taldn kevésbé
elterjedt, ellentétben a fizikaival. A teriilet megismeréséhez két £ forrast hasznaltam, Mark M.
Wilde informdcielméleti irdnybdl valé megkozelitésii konyvét [3], illetve Mosonyi Mildnnak a
,Bevezetés a kvantum-informacié elméletbe” cimii, BME-n oktatott targyara készitett, linearis

algebrai megkozelitésii jegyzetét [1].

1.1. Kvantum rendszerek leirasa

Jelen esetben véges dimenzids operdtoralgebrai statisztikus modellt haszndlunk a rendszeriink
leirdsara. Ez azt jelenti, hogy tekintiink egy véges dimenziés H Hilbert-teret, ennek a lineé-
ris operdtoraibdl 4ll6 C*-algebrat jeloljiikk B(H)-val, aminek egy *-részalgebraja jelenti majd a
rendszer megfigyelhetd mennyiségeit, ezt A -val jeloljiik. A -nak a pozitiv szemidefinit, 1-nyomu
elemeit hivjuk dllapotoknak, amik egyiittes halmaza képzi az S(A) dllapotteret. Egy X, a mé-
rés lehetséges kimeneteleit reprezentald halmazhon értelmezett, véges tartdju, pozitiv operator
értékli mértéket (A -beli értékkészlettel) mérések vagy megfigyelésnek neveziink, ezek egyiit-
tes halmazat jeloljik M(A,X)-el. A mérési statisztikdkat az aldbbi Born-szabdly segitségével
végezhetjiik.

Allitas. Az imént bevezetett jelsléseket haszndlva, biarmely o € S(A), M € M(AX) esetén

{Po, m(x) =Tr oMy}, , véges tartiji valdsziniségi-eloszlds X -en.

Kénnyen lathatd, hogy az allapottér A -ban, M(A,X) pedig A%*-ben konvex részhalmazok,
illetve a Born-szabdly szerinti hozzarendelés mind a két valtozdja szerint affin. Ezek alapjan ha
az el6bbi halmazok extremadlis elemeit vessziik, beszélhetiink rendre tiszta allapotokrdl, illetve
mérésekrol, az utobiak specialis esete, a projektiv mérések, mikor a mértékben nem csak pozitiv,
de projektiv (idempotens) operatorok szerepelnek. A tiszta dllapotra egy példa az [i) (| vektor
dllapot, ha 1 € H, ) (| € A (1-rangu projekcié). Sét, az is igaz, hogy minden tiszta allapot
egy vekor allapot. A nem tiszta allapotokra kevertként hivatkozunk, amik a rendszer kiilsé

bizonytalansagat modellezik, ami a rendelkezésre 4ll6 informacionk hidnyanyossagat jelenti.
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A rendszerinket klasszikusnak nevezziik, ha A kommutativ, ellenkez6 esetben kvantumnak. A
kvantum rendszerekben szamos ,,furcsasag” jelenik meg a klasszikusakhoz képest, példaul egy-
fajta bels6 bizonytalansig lesz jellemz6 rdajuk, ami miatt tiszta allapotokat tiszta mérésekkel
mérve is kaphatunk nem-trividlis valészinliségi eloszlast eredményiil, ezzel a determinisztikus-

sagot megsziintetve.

Tobb alrendszer egyiittesébdl el6allé rendszert a tenzorszorzatuk segitségével modellezhetjiik.
Egy ilyen rendszer allapotat szorzat dllapotnak nevezzik, ha el6all az alrendszerek allapotainak
tenzorszorzataként, ha pedig szorzat allapotok konvex kombinacidjaként all eld, akkor szepardl-
haténak mondjuk. A nem szeparalhatd dllapotok az dsszefont dllapotok, melyek eléforduldsanak
feltétele, hogy egynél tobb alrendszer ne legyen klasszikus. Minden tiszta, szeparalhaté dllapot

szorzat allapot.

Jeloljiik az @;L A; dsszetett rendszeriinket Ap,-nel, legyen A az [n] := {1,2,...,n} egy részhal-
maza. Vildgos, hogy Ax = @;cp Ai alrendszert a természetes médon bedgyazhatjuk Ay, -be.
Ennek a miveletnek a Hilbert-Schmidt skalarszorzasra vonatkozé adjungaltjat sokat hasznaljak
a kvantum-informéciéelméletben, parcidlis nyomnak nevezik. Ez a halmazok komplementereire

az alabbi operatort jelenti:
Trp Ay @ Appa = Appa XY~ (TrX) Y.

Parcidlis nyomnak tobb kellemes tulajdonsiga is van, ezek kozott szerepel, hogy pozitiv (a
pozitivitds megdrzé értelemben), illetve nyomtartd is, amik kovetkezményeként az Osszetett
rendszer egy allapotanak meghatarozhatjuk vele egy alrendszer komplementerére vonatkozo

margindlis allapotat.

A kétrészii rendszerek tiszta allapotainak vizsgdlatdhoz hasznos eszkézt biztosit szamunkra a

kovetkez6 allitasban szereplé Schmidt-felbontds.

Allitas. Minden nemnulla ¢ € Ha ® Hp vektor esetén létezik egy-eqy {ei}i_y, {fi}i_, orton-

ormalt rendszer Ha-ban, illetve Hp-ben, valamint eqy {\;}|_, valdsziniiségi eloszlds, ahol r-el

a Tra|) (| rangjdt jeloljik, hogy ¥ = Y"i_1 vV Aie; @ f;.

Feltéve hogy dim H 4 = dim Hpg = d, mivel egy-egy kivilasztott ortonormalt bazist V4, illetve Vg
parcialis izometridkkal attranszformalhatjuk az ortonormalt rendszerekbe, illetve a valoszintliségi

eloszlashoz tetszélegesen hozzavehetiink 0 elemeket, igy a felbontas az alabbi alakra hozhaté:

d
) = (Va® Vp) Z VP i) @ 1i). (1)

Mivel tiszta allapotok esetén az Osszefonddottsiag a marginalisok kevertségét jelenti, ezért a
Schmidt-felbontasban szerepld parcidlis nyom rangja az 6sszefondédottsdg mértékével all kap-

csolatban. Ezt Schmidt-rangnak nevezzik, ha egynél nagyobb értéket vesz fel, az allapotunk
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osszefonddott, ha pedig a maximalis min{dim?H 4, dim?H g }-vel egyezik meg, illetve a felbontas-
ban szerepld egyiitthatdk egyenletes eloszldst kbvetnek, az allapotot maximdlisan dsszefonodott-

nak mondjuk.

1.2. Transzformacidk

Hogy az elézekben bevezetett (al)rendszereken barmiféle folyamatot leirhassunk (legyen az pél-
ddul mérés, id6fejlédés vagy kommunikacio), a megfigyelheté mennyiségek algebrai kozott olyan
transzformacidkra van sziikségiink, melyek az egyik dllapotterét a masikéba képzik. Ennek két
feltétele van, hogy a linedris leképezés teljesen pozitiv, illetve nyomtart6 legyen. Az ezen tu-
lajdonsédgokkal rendelkezs A — B leképezések terét CPTP (A, B)-vel jeloljik, elemeit kvantum
csatorndknak, vagy A = B esetben kvantum operdcidknak hivjuk. Informéciéelméleti nézépont-
bol az ilyen transzforméacidkra eréforrasokként tekintiink. Altaldnos esetben egy kvantum csa-
torna nagyon értékes, ,draga” er6forrasnak szamit, ezért kiilonb6z6 mértékli megszoritasaival
gyengébb, ,olcsObb” erdforrasokat vezethetiink be. A kovetkez6kben a szamunkra sziikséges
transzformaciokat fogjuk definidlni, amiket majd ,ingyenesnek” tekintiink, az er6forrdsunk pe-

dig maga az Osszefondédott allapot lesz.

Az altalanossag kedvéért a lokélis operacidkra a kiildé vagy fogadd fél rendszerében kiilonbozo
kiindulé és cél megfigyelhetd algebrakkal fogunk tekinteni, mert el6fordulhat példaul egy mérés

soran, hogy a mérés utani rendszer drasztikusan megvaltozik.

Definicié. Egy ® € CPTP(A4 @ Ap, A @ Apr) kvantum csatorndt lokalis operdciénak ne-
veziink, ha eléall ® 4 ® ®p alakban, ahol ®4 € CPTP(A4, As) és g € CPTP(Ap, Ap/). Ha
0 € S(Aa) egy lokdlis operdcioval o € S(Ayas) dllapotba vihetd, azt az aldbbi mdodon jeloljik:

LO
0 —0O.

Definicié. Legyen Ay C B(Ha) és Ap C B(Hp), valamint d = dimH 4 = dimHg. Egy
® € CPTP(A4, Ap) leképezést kalsszikus csatornanak neveziink, ha léteznek {ef}d | C Ha és
{ePYL | C Hp ortonormdlt bizisok, hogy ®(-) = L (ef)] - [ef)|eP) (eF].

Ha egy o allapotot lokalis operacié és klasszikus csatorna hasznélataval attranszformalhatunk
egy o allapotba, akkor a 0 2% & jelslést hasznaljuk és LOCC transzorméciéként hivatkozunk

.

A korreldlt véletlen egy klasszikus erdforras, ami soran a két félnek egy kozos valdsziniiségi
valtozbéhoz van hozzaférése. Ezt kombinalva a lokalis opreacidkkal, azoknak egy konvex burkat

kapjuk, amit mar a vizsgalni kivint LOSR transzforméciénak neveziink.

Definicié. Legyen o € S(A4) és o € S(Ap). o LOSR, o, ha o € conv{r € S(Ap) | 0 Lo, T},

conv-al a konvex burkot jelélve.
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1.3. Monoton mennyiségek

Kivancsisagunk targya, hogy mikor transzformalhatéak egymasba allapotok egytittesei bizonyos
csatornakon keresztiil. A kérdésre sziikséges feltételeket szabhatunk monoton mennyiségekkel,
melyek a transzformécié soran monoton nének, vagy csokkennek, ezek viszont altalanosan, 6n-
magukban nem bizonyulnak elégségesnek. Shannon moédszeréhez hasonléan pedig, a kés6bbi
vizsgalédasunkban, megengediink egy kis hibat, amennyiben az az &llapotok tobb példany-
mennyiségekre, amikkel az dllapotok kozelségét mérhetjik. Most az altalunk monoton mennyi-
ségként vizsgalni kivant fogalmak és tavolsagok definicidja, illetve a fontosabb tulajdonsagaik

megemlitése kovetkezik.
Definicié. Egy o dllapot entrépidja: H(p) = —Trplog p.

Ahogyan a klasszikus esetben a Shannon-entrépia, az entrépia itt is a varhaté informécioszerzést
(vagy ha ugy tetszik bizonytalansigot) méri, csak klassszikus bitek helyett qubitek formdjaban.
Az entrépia nemnegativ mennyiség és abban az esetben 0, ha az dllapot tiszta, illetve maximalis
értékét a maximalisan 6sszefonddott allapotok esetén veszi fel, ami a rendszeriink dimenzidjanak
logaritmuséval egyezik meg. Koévetkezd tulajdonsiga a konkavitds, ami alatt a kovetkezdt értjik:
H(p) > Y°; piH(0:). Az entrépia izometridval valé konjugalasra invaridns. A kvantum entrépiat
a Shannon-entrépiabdl is megkaphatjuk az allapoton végzett 1-rangi mérésekkel kapott valoszi-
niiségi eloszlasok minimumjaként, vagy a spektralfelbontdsban szereplé egyiitthatékbol is. Az
utobbi verziobdl vilagos, hogy a tenzorszorzasra nézve additiv lesz, mivel a Shannon-entrépia
additiv fiiggetlen eloszlasokra. Az entrdpia valdjaban az informécidtartalom varhato értéke,

amelynek szérasara is teljesiil az el6z0 értelemben vett additivitas.
Definicié. Egy o dllapot entrépia variancidja: V(o) = —Tro (log 0)? — (H(0))?.

A véges dimenziés Hilbert-terek linearis operatoropatorai felett a nyommal normat definialha-
tunk: B(H,K) > A operéatorra ||A||; = Tr(JA|), ahol |A| = v/A*A. Az ezen norma &tal indu-
kalt tavolsagot nevezzilk nyom-norma tdvolsdgnak. Két allapot ilyen tavolsidga a haromszog-
egyenlGtlenség alapjan maximum 2 lehet, ami akkor szaturalédik, ha a az allapotok tartéja
meroleges egymasra, ezért szokas még egy %—es faktorral normalizalni. Szorzatéllapotokra ez a
tavolsag teleszkopikusan viselkedik: |01 ® 02 — 01 ® 02||1 < ||o1 ® o1]]1 + ||o2 ® 02]]1. Kvantum
csatorndk hasznalata esetén a nyom-norma tavolsag monoton csokken. Egymashoz kozeli alla-
potoknak varhatdéan az entropiajuk is kozel esnek egymashoz, errol szél a kdvetkezo allitasban

szereplé Fannes-Audeaert eqyenlétlenség.

Allitas. Legyen 0,0 € S(B(H)), ekkor |H(o)—H(o)| < 1|lo—o|1-log(dimH —1)+ha(|[o—0o]1).
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Allapotok ,kozelségének” vizsgilatdra hasznélatos még a fidelity, ez azonos allapotok esetén
1-et ad eredményiil és 0-t, mikor az allapotok tart6i merdlegesek. Ennek segitségével is defini-

alhatunk tavolsagot.

Definicié. A o,0 € S(A) dllapotokra vonatkozé fidelity: F(o,0) = ||\/o/7||1-
Az dllapotok purifikalt tdvolsaga pedig: D(o,0) = /1 — (F(0,0))3.

A fidelity szimmetrikus, a tenzorszoratra multiplikativ, a pozitiv nyomtart6 leképezések soran
(tehét a parcidli nyom esetén is) monoton csokkend, izometridkkal val6 konjugélasra invaridns és

a valtozdéi szerint kiilon-kiilon konkdv. A nyom-norma tavolsaggal az alabbi mdédon fiigg Gssze:

1
1 —/F(g,0) < 5\\0— olli <1+ 4/F(0,0).

A két tavolsagfogalom koziil egy adott probléma esetén a ,kényelmesebbet” szokds hasznalni.

1.4. Aszimptotikus vizsalédas fogalmai

Shannon nyoméan, ahogyan a klasszikus informacidéelméletben a fiiggetlen, azonos eloszlasu for-
rasbdl szarmazo6 informaéacié Osszességében tipikus és atipikus halmazokat fedezhetiink fel, a
A kvantum-informéaciéelmélet aszimptotikus vizsgalatai soran feltehetjiik, hogy a megfigyelhet6
mennyiségek algebraja a rendszer Hilbert-terén értelmezett korlatos operatorok teljes egészében

vett halmaza, ezért innentdl kezdve ezt tekintjiik alapértelmezettnek.

Tegytiik fel, hogy a fiiggetlen, azonos eloszlasi kvantuminfromécié-forrasunk B(Ha)-n egy px
eloszlas szerint generdl tiszta dllapotokat, tehdt minden = € X-hez tartozik egy |z) € H 4 vektor,
px (x) valosziniiséggel. A forras varhaté dllapota ez alapjan o4 = > ,cx px () |z)(z|, ami épp
04 felbontdsa 1-rangu projekcidk konvex kombinacidjara, igy feltehetjiik, hogy a fent szerepl6
|x) vektorok H 4 egy teljes ortonormalt bazisat alkotjak. Hasznaljuk a forrast nagy szadmban, n-
szer, ekkor a generalt egyiittes allapot a Han = @I Ha, Hilbert-tér felett pan = (04)%"-lesz,
amit Y neyn pxn(a™)|2™)(x"| alakban bonhatunk fel spektralisan, |z")-el a H 4 Hilbert-tér
kiillonb6zé Ha, ,,mésolataiban” 1é6v6 bazisok szorzatdhoz tartozdé ®p,|x;)a, vektrort jeldlve,

hasonléan a pxn(z™) == [, px(z;) jelolést bevezetve, ahol X™ > z" = (x1,x2,...,Tn).

Definicié. A Han Hilbert-tér eqy wa alterét d-tipikus altérnek hivjuk, ha

1
T4 = span{|z™)an | | — - log(px»(2")) — H(px)| < 4}

c sz

e sz

alterek hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkeznek, mint a tipikus sorozatok a klasszikus informé-
cibelméletben, viszont miel6tt ezeket kimondhatndnk, meg kell vizsgalni, hogy mikor tipikus

egy allapot, erre valé a kovetkezo projekcid, melynek tartdja a tipikus, magja az atipikus altér.
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Definicié. Egy pa dllapot Tgn tipikus alterére valo tipikus projekcidja:

H‘Sn:: Z |z ) (x"|.

lz") €T

Az n novelésével, a ,nagyszamok vilagaba érve”, a valdsziniiség, hogy 04, a tipikus altérben
van, az 1-hez tart: Tr(Hin 04,) > 1 — &; a tipikus altér mérete exponencialisan kisebb a Hyn
dimenzi6janal, formalisan: (1 — g)2"(H(ea)=ed) < Tr(Hin) < 2n(H(ea)+ed) " ahol ¢ egy konstans;
a H‘SAn 0 AnH‘SAn sajatértékei kozel egyenletes eloszldst kovetnek: Vo™ € T4, : 27 (H(ea)+ed) <
pxn (27) < 277UH(2a)=¢D): minden e € (0,1) és & > 0 esetén, ha n elég nagy.

Az éallapotok z™ tekintetében azonos empirikus eloszldsu elemeit tipusosztalyokra bonthatjuk,

R

adva.

Definicié. Legyen t € P, (X) diszkrét valdsziniiségi eloszlas, az X™ t-tipusu tipusosztalyat az
aldbbi részhalmaza jelenti: TX" == {x™ € X" | tyn = t}, ahol tyn az 2™ empirikus eloszldsdt

jeloli.

Jelen esetben a tipusosztilyokat ugy kapjuk, hogy a definicibban X" helyett Hn-nek az
({|7) }oex)®™ bazisat, z™ helyett pedig |2")an vektort vessziik, a tenzorsztoratban szerepld

e sz

A O-tipikus tipusokat az alabbi mdédon irhatjuk fel:
15 = {t :Vor € X, |t(z) — px(x)| <0, ha px(x) >0, t(x) =0 kiilénben}.

A T1s5-ban 1év6 tipusosztalyok uniojaként egy erdsebb verzidjat vezethetjiik be a tipikus altér
fogalmanak, amit erdsen d-tipikus altérnek neveziink és TéXn-el jeloljiik. Ez a gyengén tipikus

altérhez hasonl6 tulajdonsagokkal bir.

A bevezetét még egy az aszimptotikus vizsgalati kdrben haszndlatos fogalom ismertetésével
zarom. Egy adott transzformacié rdtdjae alatt azt a maximalis ardnyt értjilk, hogy egy kiindulé
allapot masolatainak szamahoz viszonyitva mennyi masolatat tudjuk eléallitani a célallapotnak
a transzformacié segitségével, midén a kiinduld allapot mésolatainak szaméval a végtelenbe

tartunk.
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2. LOSR

Most, hogy a sziikséges fogalmakat bevezettiik, az LOSR transzformacié vizsgalatara térhetiink.
Jelen kutatémunkaban tiszta dllapotok kozott vizsgaljuk a transzformaciét. A kiindulé allapo-
tunk legyen o € S(B(®F_,H,)), a céldllapotunk pedig o € S(B(®F_,K;)), tehdt a rendszeriink
k-részii. A definiciobél vilagos, hogy 0 22 o <= 0 225, 5 ha pedig ezenttl o is tiszta, abban
az esetben a [2] cikk 3. lemmadja alapjan o LOSR, & ekvivalens egy |n)(n| szorzat és egy |£)(¢|
tiszta allapot létezésével, tigy hogy o ® |n)(n| és o ® |€)(£| lokalisan unitérekvivalensek. Ezt tgy
is megfogalmazhatjuk, hogy 1éteznek {K';};cp Hilbert-terek és V; : IC; — K'; izometridk, ame-
lyekkel fenndll, hogy o = Tre,_, x; (®ieVi) 0 (®icyVi)*). Ezalapjan mindent ekvivalensnek

tekinthetiink lokalis izometridk és nagyobb terekbe vald lokalis izometrikus beagyazasok erejéig.

A ratak definidlasdhoz hasznéljuk most a purifikdlt tavolsagot metrikaként. A transzformécié
sordn (0,1) > e-nyi hibat megengedve, ezzel egy, az LOSR-t kozelit6 transzformaciét bevezetve,
azt mondjuk, hogy o LOSR, o, ha létezik o’ € S(B(®F_,K;)), amire o LOSR,  és D(o,0') < e

teljesiil. A o és o allapotokra az LOSR transzformaéci6 rataja:

1
Riosr(o — 0) = 21_1)1(1) li;n_)sgp - max{m € N | ¢*" @%a a®my,

Fzt 6sszehasonlithatjuk az LOCC transzformécio ratajaval:

1
Ryocc(o — o) = il_r)n lirr;sup - max{m € N | " %5 o®my,
n (o]

Mivel az LOCC transzfroméaciok énmagukba foglaljdk az LOSR transzformaciékat, a ratdkra

az aldbbi egyenl6tlenség teljesiil: Ryosr(0 — o) < Rpocc(o — o).

Vizsgalodasunkat most a k = 2 esetre korlatozzuk, a kétrészi, tiszta allapotok kozotti, ko-
zelit6 LOSR transzformécié 1étezésére szeretnénk feltételeket szabni. Ebben az esetben nagy
kénnyebbséget jelent, hogy hasznalhatjuk az allapotok Schmidt-felbontasat. Jeloljik P-vel, il-
letve @Q-val a g, illetve o allapotok (1)-szerinti felbontasaval kapott egyiitthatékat. A tiszta

c sz

0 LOSR, & akkor, és csak akkor teljestil, ha létezik egy R eloszlds, amivel a () ® R permutdcioktol

és 0-kal vald kiegészitésektdl eltekintve megyezik a P-vel. De mi a helyzet o %5 o-val?

Lemma. Legyen ¢ € (0,1), 0 € S(B(H1 ® Ha)) tiszta dllapot, gy hogy D(o1,|e1)(e1]) <
e, valamely |¢1) egységuektordra Hi-nek. FEkkor létezik egy |p2) egységuektor Ho-ben, amire
D(o,lp1) {1l @ lp2){p2]) < v2e teljesiil.

Tegytik fel, hogy P € P(X) és @Q € P(Y). Ezen lemma segitségével belathaté a kovetkezo tétel.

Tétel. o EZSB%E o akkor és csak akkor teljesil, ha létezik eqy R € P(Z) valdsziniiségi eloszlds,

és eqy o : X =Y x Z injektiv figgvuény, amire D(Q ® R,0.(P)) <e.



2. LOSR

Ezzel a ratat az alabbi alakban irhatjuk fel:

1
Rrocc(o — o) = ;1_r>n limsup — max{m € N | IR0 : D(Q®" @ R,0.(P®")) <¢}.

n—oo M

A tételben szerepld o minimalizdlja a tavolsagot, tekintettel arra, hogy az eloszldsok sorrendjét
tetszoOlegesen véltoztathatjuk a lokalis unitér invariancianak készonhetéen. Ezért, mivel az alla-
potok LOSR konvertalhatosidgat vizsgdljuk, bevezetniink egy 4j metrikat, ami az eddig hasznalt
purifikalt tavolsagnak, az allapotok a lokélis unitérekkel valé konjugalasara, vagy ha ugy tetszik,
a valbszintiségi eloszlasok permutalasra valé minimalizaldsa. Ez éppen akkor teljesiil, mikor az
allapotokhoz tartozé valdszintiségi eloszlasok csokkené sorrendben vett pontonkénti tavolsagat

vessziik. Ezt a tavolsagot jeloljiik d(-,-)-el.

Most megmutatjuk, hogy az entrépia monoton csékken a kétrészii tiszta allapotokon vett LOSR
transzformacioé soran. Tegyiil fel, hogy ¢ allapotot 1 rataval attudjuk transzforméalni o-ba, ez
azt jelenti, hogy lim, .., ming d*(Q®" ® R, - P®") = 0 teljesiil. H(Q*" ® R) = nH(Q) +
H(R) > nH(Q). A Hilbert-terek dimenzi6jat d-vel jelolve, a Fannes-Audeaert egyenlétlenséget

hasznélva, a metrikdk kozotti Osszefliggésre vald tekintettel irhatjuk, hogy
H(PE™) — H(Q" @ R)| < d(Q" ® R, P®") - log(d") + ha(d"(Q®" & R,PE™)).
Az el6z6 két egyenldtlenséget felhasznalva, illetve az egyszerisitéseket elvégezve:
H(Q) < H(P) +d"(Q%" © R.P™") -log(d) + ~ho(d*(Q*" & R,P°").
ami az n — oo esetben éppen a H(P) > H(Q) feltételt adja.

Azt sejtjiik, hogy az entrépia variancidjanak is monoton csokkennie kell, &m azt még nem tudtuk
ilyen egyszeriien belatni. A terviink, hogy a kiindulé dllapotok Osszességét tipusosztalyokra
bontjuk, amikben mar egyenletes eloszlasok fognak megjeleni, ezzel konnyitve a szamolast, majd
a tipusosztélyok szerint Gsszegezve hasonlé korlatot monhatunk V(Q)-ra. Ezentul azt reméljiik,

hogy ezen két monoton mennyiséggel elégséges feltételt is szabhatunk a transzformalhatosagra.
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