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1. Bevezetés

A fliggvények zérushelyeinek megtalalasa fontos szerepet jatszik a matematika Osszes teriiletén, az
analizisben kivaltképp. Néha az egyenlet megoldhat6 algebrailag, legtobbszor azonban (példaul valos
életbeli problémaknal gyakran) approximacios eljarashoz kell folyamodnunk, igy a pontos értéket csak
jO kozelitéssel kaphatjuk meg. Erre Sir Isaac Newton, valamint kortarsa és baratja, Joseph Raphson
fejlesztettek ki numerikus modszert, melynek speciélis eseteit az okorban is ismerték, tobbek kozott
Gorogorszagban (Héron), Perzsiaban, s6t a babiloniaiak sokkal el6ttiik jartak.

Hatranya viszont, amellett, hogy idGigényes, nem minden kezddérték esetén konvergal. Erdekes
kérdés, hogy a divergenciahoz vezets pontok halmazanak van-e belseje a sikon, vagy egy kis perturbacio
képes javitani a helyzeten. Ez szoros kapcsolatban &ll a komplex dinamika egyik alapvetd fogalmaval, a
hiperbolikus leképezésekkel, illetve még egy sejtéssel is, nevezetesen azzal, hogy a d-edfoku hiperbolikus
racionélis tortfiiggvény stird részhalmazt alkotnak a d-edfoku racionéalis tortfliggvények terében.

2. Elméleti 6sszefoglald

2.1. A Newton—Raphson-iteracio

Miel6tt belekezdenénk a hiperbolikus leképezések targyaldsaba, nagyon réviden elevenitsiik fel a mod-
szer miikodési elvét. Adott egy f valos fliggvény, amely folytonos az [a, b] intervallumon és derivalhato
(a,b)-n. Ha a végpontokban felvett értékek elGjele kiilonbozik, akkor a Bolzano-tétel miatt f metszi az
z-tengelyt, mondjuk, a-ban. A gytkkeresés egy becsléssel indul, azaz valasztunk egy xg szdmot, majd
itt felirjuk az els6rendd Taylor-polinomot, ami kérilétte linearisan jol kozelit:

Ti(z) = f(zo) + f'(z0)(x — 20)

Geometriailag ez éppen az (zg, f(xg)) pontba huzott érintének felel meg. A feltevés az, hogy ez a
valodi gyokhoz egy xp-nal kdzelebbi x1 pontban metszi az z-tengelyt, ami a kévetkezSképp all els:

f(x0)
f'(o)

Ezt a rekurziv formulat ismételgetve kapjuk egyre jobb becslések a-hoz tarto sorozatat. Példaul a /2
ilyen modon térténd kiszamitasa az f(z) = x? — 2 fiiggvény segitségével mar csupan harom iteracio
utéan Ot tizedesjegy pontossagu, a negyedik ezt kilencre néveli.

Amint emlitettem, sajnos a moédszer nem problémamentes. Az alabbiak barmelyike felmeriilhet:

X1 =T —

e Ha a derivalt valamely iteraci6 soran 0 (vizszintes érints), akkor az osztas nem értelmezett (nincs
metszet), s a folyamat leall. Ez konnyedén orvosolhato a valasztas modositasaval.

e Ha a fliggvény nem differencialhaté a zérushelyén, akkor a sorozat divergens. Ugyanez megtor-
ténhet akkor is, ha az eredeti becslés a valodi gyoktél tavol esik, vagy ha a derivalt tul kicsi.

e Ha a zérushely éppen inflexios pont, akkor a sorozat ciklizal.



e A fiiggvény lokalis viselkedésétdl fliggben a konvergencia lelassulhat, vagy akar egy teljesen masik
gyOkhoz tarthat. Ezt szemlélteti komplexben a Newton-fraktal.

Komplex esetben hasonlo a felallas. Legyen f : D — C holomorf fiiggvény, ahol D C C tartomany
(nemiires, nyilt, osszefligg6 halmaz). A rekurzié nem valtozik, a kiilonbség annyi, hogy tébb gyok
esetében a sik felbomlik vonzasi tartomanyokra, amelyek hatara, a Julia-halmaz fraktélokra jellemzs
tulajdonsigokat mutat. Ennek fényében a dolgozat téméaja tehat az, hogy emellett 1étezik-e olyan
fliggvény és pont, amelynek még egy kis kornyezetének egyetlen pontjabol inditva sem konvergal a
Newton-iteracio.
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(a) A modszer szemléltetése valos esetben (b) Az f(z) = z* — 1 tartomanyai szinkédolva
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2.2. Hiperbolikus leképezések

Ezt az alfejezetet a hiperbolikus leképezések tomor bemutatasanak szentelem, a kivancsi Olvasé bévebb
informaciokat talal John Milnor kényvében [1].

A racionalis tortfiiggvények terének egy kiilonleges és sokat tanulmanyozott részhalmazat alkotjak.
Attol lesz egy R(z) = % racionalis tortfliggvény hiperbolikus, hogy a kritikus pontjai (azon zg
pontok, ahol R/(zp) = 0) vonzd vagy szupervonzo periodikus ponthoz vagy pélyédhoz tartanak. A
beszédes név geometriai analogiat takar, mert ezen leképezések expanzivak a Julia-halmazukon.

Sullivan 80-as évekbeli eredményeibdl kivetkezik, hogy a hiperbolikus leképezések Fatou-halmazai
komponenseinek az iteralt képei valamikortél egy vonzo vagy szupervonzo periodikus pont vonzasi
tartomanya lesz. Mindez azt jelenti, hogy a hiperbolikus leképezések dinamikajarol elég sok mindent
lehet latni, ha a leképezés kritikus pontjainak ismerjiik a palyajat. Fontos azonban hangstlyozni, hogy
a fenti allitdsok nem igazak egész fiiggvényekre.

A holomorf dinamika egyik legkézenfekvébb alkalmazésa, amikor egy g(z) fliggvényhez hozzaren-
deljiik a Newton-iteraciojat, tehat az R(z) = z — 5,((?) leképezést, ezért azt tiiztem ki célul, hogy
megvizsgalom a viselkedést dinamikai szempontbol. A harmadfokiu polinomokra fokuszaltam, hogy
miért épp azokra, késébb kideriil. Ekkor

i - 1)

(f'(z)>

igy a Newton-iteracio kritikus pontjai f zérushelyei és a masodik derivalt egyetlen gyoke.

3. Projektmunka

Hogy a bonyolultabb esetet konnyebben elsajatitsuk, el6szor nézziik meg mi torténik, ha a célfliggvény
kvadratikus, azaz masodfokd polinom. Tekintsiink két specialis fiiggvényt. Legyen f(z) = 22 + 1 és
g(z) = 2. Az elsG esetben f-nek két kiilonboz6 zérushelye van: 44, ezek R kritikus pontjai. Mindkettd
szupervonzo, tehéat a valos tengelyen kiviil barhonnan is inditjuk a folyamatot, a sorozat elég gyorsan


https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_method
https://paulbourke.net/fractals/newtonraphson/

a kozelebbi gyokhoz fog konvergalni, a valos tengelyen viszont megreked, mert az eredmény sosem lesz
komplex, hacsak nem perturbaljuk a pontot gy, hogy egy kis komplex részt is adunk hozza. Ez azt
jelenti, hogy a két gyokhoz tartozik egy-egy vonzasi tartomany, amelyek hatara alkotja a Julia-halmazt,
hiszen most nincs belsé pont. A mésodik esetben egy kettd multiplicitast zérushely van. Itt R(z) = 3,
ezért a oo pontot kivéve az Osszes orbit az origdba tart, azonban joval lassabb iitemben. Innentél
kezdve kizarjuk a tobbszoros gyokoket.

A harmadfokuaknal azonban merében méas a helyzet, ugyanis létezik olyan p(z) polinom, zg € C
szédm és e > 0, hogy minden wy € B.(zo)-ra, azaz egy kis kornyezetben a Newton-iteracié nem konvergal
gyokhoz. Ezeket stabilan rossz pontoknak hivjuk.

A kutatasom soran én a p(z) = z(z — 1)(z — &) normalt alakban megadott polinomokkal kisérletez-
tem. A fenti elemzésbdl adodik, hogy az egyik lehetSség az ilyen elfajult esetek kifiirkészésére, hogy
p’(2) gyokét valasztjuk kiindulasi értékiil (mivel f zérushelyei nem mozognak) tgy, hogy kettes ciklus-
ba keriiljon. Ekkor (Ro R)(zg) = 2z és (Ro R)'(z0) = 0, igy 2 szupervonzoé fixpontja Ro R-nek, vagyis
még egy kis kornyezete sem fog konvergalni, mert maga felé htizza az egészet. A mésik modszernél
nagy szamu véletlen probalkozast alkalmazunk.

3.1. Rogzitett eset

Harmadfoku esetben R-nek négy kritikus pontja van, ami a konkrét példankban 0,1, és 8 == p"(z) =
%. Tehat a feladat kiszamitani azt a 5-t, amire (RoR)(8) = 3, de 8 # 0,1, a. Ehhez irtam egy C++
programot, amiben implementaltam a Newton-iteraciot az (Ro R)(5) — S fiiggvényre, hogy kiszamolja
a megoldast. A program hat komplex gyokot (harom konjugalt part) adott ki:

Bro = 0,364704 +0,141172i B34 = 0,5+ 0,750027i S5 = 0,635296 & 0,141172i

3.2. Randomizalt eset

A masik lehet6ségnél a [—1,2] x [—1,1] téglalapot vettem alapul, ahol a program véletlenszertien
generalt 100.000 darab kezdGértéket, és mindegyikre megnézte, hogy szaz iteracié utan hova tart a
Newton-leképezés, melyik gyokhoz kozelit, ha egyéltalan. Tehat a konvergenciatipusnak megfelelGen
kategoridkba sorolta a pontokat, ezért szemléltetésképpen csindltam hozza a Manim nevii animé&cio-
készit§ programmal egy abrat, amin jol latszik, hogy a pontok tilnyomé tobbsége konvergal (pirosak
a 0-hoz, kékek az 1-hez, zoldek a-hoz), 4&m ismét akad néhany renitens pont (ezek sargaval jelolve),
amelyek stabilan ciklizalnak, a program szerint négy-hosszu ciklusban. Megjegyzem, egyrészt korant-
sem biztos, hogy az Osszeset megtalaltam ezzel, mésrészt pedig, ha a gyokok irracionalisak, akkor a
stabilitds automatikusan teljesiil, mert a gép eleve csonkolt szamokkal dolgozik.
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3.3. Perturbalas

Roviden szeretnék még kitérni egy kozponti dologra, ami ravilagit arra, hogy miért tipikus eset, amit
az imént tapasztaltunk.

3.3.1. Sejtés. A d-edfoki hiperbolikus leképezések strd nyilt részhalmazt alkotnak a d-edfoki raciondlis
tortfigguények terében.

Ebbdl a nyiltsag ismert tény, ami azt jelenti, hogy a hiperbolikus leképezések stabilak abban az
értelemben, hogy ha az egyiitthatokat perturbaljuk, az 0j fliggvény hiperbolikus marad. A stirtiség
ellenben arra utal, hogy egy nemhiperbolikus leképezés is hiperbolikussa tehets perturbaciéval.

3.4. Javithatosag

Egy tovabbi fontos kérdést viszont eddig megvalaszolatlanul hagytam. Vajon mindig orvosolhaté a
szituacid, mindig elérhetd, hogy a Newton-leképezés konvergaljon? A kidbranditoé valasz az, hogy sajnos
csupan harmadfokiak esetében van kitat. Curt McMullen, Fields-medalos matematikus bebizonyitotta
[2], hogy ha vesziink egy p(z) = 22 +az +b alakra normalt polinomot, majd 3az? 4 9bz — a>-tel leosztva
megkapjuk bel6le ¢(z)-t, és erre hajtjuk végre a Newton-iteraciot, vagyis a

(2% + az + b)(3az? + 9bz — a?)
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formulat, akkor ez egy szuperkonvergens algoritmust nyujt a gyokok megkeresésére. Sikere abban
all, hogy ¢(z) ,inflexios pontjai” (ahol ¢”(z) = 0) egybeesnek p(z) zérushelyeivel. Azonban McMullen
azt is belatta, hogy legalabb negyedfoku esetben barmilyen iteracios gyokkeresési modszerhez talalhato
olyan polinom, és olyan wg, amelynek egy kis kornyezetébdl inditva az iteraciot, az nem fog konvergélni.
Egyrészt e tény miatt foglalkoztam a harmadfokiiakkal, mivel ekkor a masodik derivalt linearis fiigg-
vény, tehat kénnyen szamolhato, és csak egy sorozatot kell vizsgalni, illetve azt is be tudtam mutatni,
hogy a klasszikus Newton—Raphson-iteracio javitasdra harmadfoki esetén van szép elmélet.

Ty(z) =
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