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1. fejezet

Bevezetés

A dolgozat bevezetést nyujt a csoporthomolégidba és a K-elméletbe, majd definidljuk az Akashi-sorokat is, amelyek
az Euler karakterisztikdhoz hasonléan hasznos eszkéznek bizonyultak.
Definialjuk fogjuk a homoldgia csoportokat, Tor és Ext funktorokat, a csoporthomoldgia csoportokat és a Ky és

c sz

Legyen G egy kompakt p-adikus Lie csoport, aminek nincs p-ad rendii eleme és létezik egy zart normélosztdja H
ugy, hogy I' = G/H =~ Z,. Definialni fogjuk az S* Ore halmazt, amely a kommutativ algebrabél ismert lokalizélast
altaldnositja nemkommutativ esetre. Az el6z8 félévben megismert Iwasawa algebrat A(G) = Z[[G]]-vel fogjuk
jelolni és legyen M (p) az M A(G)-modulus véges rendii elemeib8l képzett részmodulus. A fékuszunkban a M (H)
a végesen generdlt S* torzié A(G)-modulusok kategoridja &ll.

Végezetil megszeretnénk érteni az Mg (H) beli modulusok karakterisztikus elemeit K;(A(G)s+)-ben, ehhez
fogjuk hasznalni az Akashi sorokat, amely az aldbbi csoporthomomorfizmus

Ak : Ko(Mp(G)) = Q)% /AT)*

Ak =TT 157

0<i

ahol f; p a H;(H, M) csoport,mint A(T')-modulus karakterisztikus hatvdnysorai.



2. fejezet

Csoporthomolodgia

2.1. Homolégia|2]

A homolégia elmélete topoldégiabdl szarmazik. Topologikus értelemben tobbféleképpen is definidlhaté egy sokasagon.

2.1.1. Definicié. Legyen C = (C,, 9,) lanckomplexus, ahol minden n € Z-re C,-ben félegzakt. (0,-10, = 0)
Ekkor a H,(C) = Ker(9,)/Im(9,+1) csoportot a C' lanckomplexus n-edik homolégia-csoportjanak nevezziik.

2.1.2. Definicié. (szimplicidlis komplexus) Legyen V = {vg,...,un} csicsok véges halmaza és A C P(V) olyan
részhalmaza a hatvanyhalmaznak, hogy ha A € A akkor VB C A, B € A.

2.1.3. Definicié. A n-lancai, a A n—Ilapjai dltal generélt szabad Abel-csoport

Cn(A) = { > npfing ez}.

feAn

A hatérleképzést az n-lapokon definidljuk 9, : C,(A) — Cp_1(A), ha A € A,, akkor A := [vy,...,v,]-ra
n

On(A) = On([vo, - vn]) =D (1) [v0, -, Gy, ., V]

i=0
ahol v; azt jeloli, hogy az i-iket kihagyjuk és az indexeket névekvé sorrend szerint atindexeljiik.

Nézziink erre egy példat:

V2 V1 Vo

U3

Vg Us

A V halmaz 6 elembdl all és A = V U {{vo,v1},{v1,v2}, {va,v3}{vs,va}, {va,v5}, {v1, 04}, {v2, 04}, {v1,05}} U
{{v1,v2,v4},{v1,v4,v5}}. Ekkor Co(A) = Z2,C1(A) = Z8,Co(A) = Z5. Nézhetjiik a kivetkezd ldnckomplexust:

o o 19) o)
o072 278 b g

Vegyiik észre, hogy a 0-nél kisebb és 2-nal nagyobb homoldgia-csoportok izomorfak a 0 csoporttal. Tovabba Ho(C') =
Ker 09, mivel C3 = 0, viszont Ker 0y is 0, mivel O([v1, v2,v4]) = [v2,v4] — [v1, V4] + [v1,02] és Da([v1,v2,v5]) =
[va,v5] — [v1, V5] + [v1, V2] kOziil egyik sem nulla és linedrisan figgetlenek. Tudjuk, hogy dim Ker 9; + dim Im 9; =
dim Cj, ezért Im 9 = Z2. Ker 9;-ben olyan linedris kombinéciéi vannak az éleknek, amik kért alkotnak. Kénnyt,
de hosszas szamitassal leellenorizhetd, hogy csak 3 darab linedrisan fliggetlen kor létezik a komplexusunkban, ezért
H, =7 és Hy = Z, mivel Z5/7° = Z.



2.1.4. Megjegyzés. Intuitivan a homoldégia-csoportok megszimoljik az n dimenzios lyukakat a szimplicidlis komp-
lezusunkban. Beldthatd az is, hogy Ho(A) pontosan az dsszefiiggd komponensek szamdval egyezik meg.

2.2. Ext és Tor[4]

2.2.1. Definicié. (Projektiv feloldds) Legyen M R—mod. M projektiv felolddsdnak nevezzik egy P = ... = P, —
P, — Py — M — 0 egzakt sorozatot, ahol P; projektiv R—mod minden 7 > 0 esetén.

2.2.2. Definicié. Legyen P az M modulus projektiv felolddsa és N egy R—modulus, ekkor
Hom(P, N) := 0 — Hom(Py, N) 2% Hom(Py, N) 2% Hom(Py, N) — . ..

2.2.3. Megjegyzés. Példa: 0 — Z 2 7 — 7.)27 — 0
Nézziik Z/nZ, mint eqy Z/mZ modulus, feltéve, hogy n|m. Ekkor a projektiv feloldds

<o > Z)/mZ — Z/mZ — Z/mZ — L/mZ — L/nZ — 0.
az utolsé nem nulla leképzés x +— x mod n, elétte x — nx ez eldtti pedig v — ">x, majd felvdltakozva vessziik Sket.
2.2.4. Definicié. Két R-modulus esetén M, N-re definidlhatjuk az Ext-jitkket Ext’y (M, N) := H, (Hom(P, N)).
2.2.5. Megjegyzés. Ext%(M,N) ~ Homgr(M,N)

2.2.6. Tétel. Legeyn 0 - A — B — C — 0 R—modulusok révid egzakt sorozata és M R—modulus. Ekkor léteznek
hosszu egzakt sorozatok:

0 — Exth(M,A) — Exty(M, B) — Exty(M,C) — Extp(M,A) — Extp(M, B) — Extp(M,C) — ...
0 — Ext%(C, M) — Exth(B, M) — Ext%(A, M) — Exth(C, M) — Exth(B, M) — Exth(A, M) — ...

2.2.7. Megjegyzés. Tudunk adni eqy ekvivalens jellemzést a projektiv és injektiv modulusokra. Azt mondjuk, hogy
P R-modulus projektiv, ha minden M R-modulusra Ext} (P, M) = 0. Hasonldan I R-modulus injektiv, ha minden
M R-modulusra Exty(M,I) =0. VYn>1

2.2.8. Definicié. Legyen M bal R-modulus, N jobb R-modulus és P — N projektiv feloldas, ekkor

PorM == Pyop M 25 PLog M 2 0.
2.2.9. Definicié. Legyen M bal, N jobb R-modulus, akkor Tor(N, M) := H,,(P ®@g M).
2.2.10. Megjegyzés. Torf (N, M)~ N @p M.

2.2.11. Megjegyzés. Ha M vagy N lapos (a modulussal valé tenzorszorzat egzakt funktor), akkor Torf (M, N) =0
minden n > 1 esetén.

2.3. Csoporthomoldgia[3]

2.3.1. Definicié. (G-modulusok) Legyen G egy csoport és M egy Abel scoport. Ekkor az (M,G) part G-
modulusnak nevezziik, ha 1étezik egy
(gom)—gm:GxM—>M

leképzés, hogy minden ¢g,¢9' € G,m,m’ € M -re
o g(m+m') =gm+ gm/;
* (99)(m) = g(g')m;

o Im=m.



2.3.2. Megjegyzés. A csoportalgebra ZG egy szabad Abel csoport, aminek a bazisit G elemei alkotjdk, és a szorzdst
G hatdsa. Ekkor az elemei a végesen Z-linedris kombindcioi G elemeinek

Znigi7 n; € Z7 gi € G7
i

€s a szorzds
<§ niQi) > g E nin’;(9ig;)-
i J

Igy eqy M G-modulus kiterjesztheté egy ZG-modulussd és eqy G-modulus homomorfizmus akkor homomorfizmus,
ha ZG-modulus homomorfizmus is. Ezzel megegyeztethetjuk a G-modulus kategoridt a ZG-modulus kategoridval.

2.3.3. Definicié. Legyen G egy csoport és M bal ZG-modulus. Ekkor M-nek az n-edik kohomolbgiacsoportja
H"(G, M) = Extyo(Z, M).

2.3.4. Definicié. Legyen G egy csoport és M bal ZG-modulus. Ekkor M-nek az n-edik homoldgiacsoportja
H,(G, M) = Tor”%(M, 7).

2.3.5. Megjegyzés. Z-nek létezik ZG feletti projektiv felolddsa minden csoportra.

2.3.6. Megjegyzés. Szimunkra Z, feletti csoporthomoldgia kell, viszont ezt megtehetjik, mivel Z,G is eqy G-
modulus.

2.3.7. Megjegyzés. Definidlhatjuk a ¢ : G — M kereszt homomorfizmust, amire teljesil, hogy p(o1) = op(T) +
p(0),VYo,7 € G. Ha minden m € M-re teljesil, hogy o — om — m egy kereszt homomorfizmus, akkor principdlis
kereszt homomorfizmusnak hivjuk. Ekkor A Abel csoportra definidlhatjuk H'(G, A)-t, ami egyenld H*(G,A) =
{kereszt homomorfizmusok}/{principdlis kereszt homomorfizmusok}. Ha G trividlisan hat A-n akkor o(oT) = (1),
ezért csoporthomomorfizmus is lesz.

2.3.8. Megjegyzés. Nézziink is egy haszndlatdt kocsoporthomoldgidra:

Allitds. Legyen L/K egy Galois bévités és ju, C K. Ha Gal(L/K) ~ Z, = G. Ekkor 3a € L, hogy L = K(a) és
"=a€K.

Bizonyitds:

Nézziik a kévetkezd révid egzakt sorozatot:

1— py, — L ~— 0

—— (L))" = 1.
Ha erre a a rovid egzakt sorozatra alkalmazziik a G csoportkohomoldgidt, akkor a kévetkezd hosszi egzakt sorozatot
kapjuk:

0 — H°G, ) — H*(G,L*) — H°(G, (L*)") — H' (G, un) — H'(G,L*) —

ebbdl a nulladik homoldgidk egyenléek azzal, hogy rderesztjik a Homyg(Z,—) funktort. Ezke rendre egyenléek pi,
KX, (L*)"N K*. Mivel p,-en G trividlisan hat, ezért minden kereszt homomorﬁzmus homomorfizmus is egyben
és mincsen principdlis kereszthomomorfizmus, igy H* (G, pn) = Hom(G, py,) ~ G, illetve az utolsé tag Hilbert 90-es
tétele miatt a trividlis csoport. Mivel egzakt, igy (L*)™ N K nem lehet nulla, hiszen a képe az elemeinek megegyezik
G-b6l mend homomorfizmus magjdval, ami |G| elemd. Tehdt Jo € L™, hogy o™ = a és L = K(a).



3. fejezet

K-elmélet[5]

3.0.1. Definicié. Lgyen M egy halmaz, amin létezik egy asszociativ és kommutativ miivelet 4+ és egy additiv
egység eleme 0. Ekkor M-t a miiveletével egy Abel monoidnak nevezziik.

3.0.2. Definicié. Egy Abel monoid csoporttd valé bévitése alatt a kovetkezé miiveletet nevezziik. Legyen M egy
Abel monoid ekkor M ~'M egy Abel csoport egy monoid leképzéssel [ ] : M — M~'M, ami univerzalis is arra
nézve, hogy minden A Abel csoportra és M — A monoid leképzésre 1étezik egy M ~'M — A csoporthomomorfizmus.

3.0.3. Definicié. Legyen R egy gyiirli. P(R) a végésen generdlt projektiv R-modulusok izomorfia osztdlyainak
a halmaza egyiitt a direktosszeggel és a nulla modulussal, egy Abel monoidot alkot. Az R gytirii Grothendieck
csoportja, Ko(R), a P(R) Abel monoid csoporttd valé bévitése.

3.0.4. Megjegyzés. Ha R kommutativ akkor Ko(R) kommutativ gylrit alkot, ahol a multiplikativ egység elem
1=[R]

3.0.5. Megjegyzés. Nézziink példdkat:
o R=k test ekkor P(R) =N és Ko(R) = Z.
e Ha R lokdlis akkor is Ko(R) =7

o Ky-t definidlhatjuk egzakt kategoridkra is.(0 - B — A — C — 0 akkor [A] = [B] + [C]) Nézzik a véges
Abel csoportok kategoriajat FGRP. Ez nem egzakt, de faktorizdljuk le az dsszes révid egzakt sorozattal. Ekkor
Ko(FGRP) = Q*, mert egy csoport osztdlya a rendje lesz.

e Most bévitsiik ki az el6z6 kategoridt az 0sszes végesen gemerdlt Abel csoportra. FEkkor a csoportok szabad
részének a rangja lesz az osztdly értéke.

3.0.6. Definicié. Legyen R egy gylirll. és GL,(R) az n x n R VAtozos métrixok gytiriije. Ha minden A matri-

xot megfeleltetjik (0 (1)> métrixal akkor bedgyazhatjuk GL, (R)-t GL,+1(R)-be. Ekkor az unidja a kovetkezd

sorozatnak

GLl(R) C GLQ(R) c---C GLn(R) C GLn+1(R) C...
a végtelen linedris csoportnak nevezziik és jele GL(R).
3.0.7. Definicié. K;(R) a kovetkezd Abel csoport GL(R)/[GL(R), GL(R)].

3.0.8. Megjegyzés. Sajndlatosan K-t sokkal kevésbé értjiik és tudjuk szamolni, mint Ky-t, viszont vannak gytrik,
amikre ki tudjuk szdmolni. Példdk:

o Ha R kommutativ akkor léteik eqy GL(R) — R* leképzés, ami a determindns. Ezindukdl egy det:K1(R) — R*
homomorfizmust és a leképzés magjit SKi(R)-el szokds jelolni. Ekkor K;1(R) = R* @ SK1(R).

e Ha F egy test akkor K;(F) = F*.
. HG,R:Rl XR2 akkor K1(R):K1(R1)€BK1(R2)
e Ha R' = M,(R) akkor K1(R') ~ K;(R)



4. fejezet

Euler karakteriszika és Akashi sorok|[1]]

4.1. Felvezetés

Legyen G egy olyan kompakt p-adikus Lie csoport, aminek nincs p rendli eleme, ekkor A(G) lesz G Iwasawa
algebraja. Feltesszik, hogy 1étezik egy zart normaloszté H < G, hogy I' = G/H ~ Z,. Ezt azért tehetjiik meg,
mert példdul, ha L/K egy p-adikus Lie b&vités, akkor a Galois csoport tartalmaz ilyen normdlosztot. A fejezet
soran minden alkalommal, amikor modulusokrél beszéliink, kifejezetten bal modulusra gondolunk.

4.2. Ore halmaz
4.2.1. Jelolés. Q(G) = y_UIFp[G/U], ahol U nyilt normdlosztdja G-nek. Tovdbbd a Q(Q)-vel fogjuk jelslni A(G)
hdnyados testét.
4.2.2. Definicié. Legyen S egy multiplikativ halmaz A(G)-ben. S bal és jobb Ore halmaz, ha minden s € S és
r € A(G)-re 1étezik t1,ts € S és wy,ws € A(G). hogy

sSwy = T‘tl, W28 = tQT.
4.2.3. Definicié. Legyen S azon f € A(G) elemek, amelyre A(G)/fA(G) végesen generdlt A(H) modulusok.

Ekkor S lesz A(G) kanonikus Ore halmaza. Ha O az egészek gyfirtije valamilyen véges bévitésének Qp-nek,
akkor Ap(T) lesz az O—Iwasawa algebrdja I'-nak és Qo (') a hanyados teste.

4.2.4. Definicié. Legyen
s =Jp"s,

n>0
ahol S A(G) Ore halmaza. Mivel p € Z(A(G)), ezért S* is egy bal és jobb Ore halmaz, és egyik eleme sem nulloszto.
4.2.5. Definicié. Legyen S, S* Ore halmazok ekkor A(G) lokalizdldsat A(G)g, A(G)s=-val jeloljik és
1
A(G)s- = AG)s L}]

4.2.6. Jelolés. Legyen M egy A(G) modulus. A végesen rendi elemei dltal generdlt modulust M (p)-vel jeldljik és
ez egy p-primer modulus. (Anny gy (M) p-primer)

4.2.7. Allitas. Legyen M egy végesen generdlt A(G) bal vagy jobb modulus. Ekkor M végesen generdlt A(H) folitt
akkor és csak akkor, ha M S-torzid.

4.2.8. Megjegyzés. Legyen M végesen generdlt A(G) modulus. M akkor és csak akkor lesz S*-torzid, ha M /M (p)
végesen generdlt A(H) modulus.

s



4.2.10. Lemma. Minden M € My (G)-re H;(H, M) minden i > 0-ra végesen generdlt torzio A(T') modulus és
ha G-nek nincs p rendd eleme, akkor H;(H, M) minden i > d-re, ahol d G-nek a dimenzidja, mint p-adikus Lie
csoport.

Vegyiik O-t, mint valamilyen L/Q, véges b6vités egészeinek gylirtije és vegyiink egy folytonos homomorfizmust:
v:G— GL,(0),
ahol n > 1. Ekkor nézhetjik Mo = M ®z, O modulust.
4.2.11. Definicié. Egy M € My (G) modulus csavardsét a kovetkezéképpen definidljuk
twe, (M) = Mo ®o0 O".
Ezen a moduluson G-nek a hatdsa g(m ® z) = gm ® gz és O"-n g € G gy, hat, mint (g).
4.2.12. Lemma. Ha M € My (G) akkor minden folytonos reprezentdcic o-re, tw,(M) € My (G).

Minden folytonos reprezentéciéra ¢ indukal egy gylirtthomomorfizmust is ¢ : A(G) — M, (O).
A nemkommutativ Iwasa-elméletben fontos szerepet jatszik a kovetkezo gytirithomomorfizmus

®, : A(G) = M, (Ao(T)).

Tudjuk, hogy M, (Ao(T')) = M,(0O) @z, A(T"), mivel O egy szabad Z, modulus, ezért elég O-t kiegésziteni az egész
A(T")-re. A homomorfizmust a kévetkez6 homomorfizmus indukalja G — (M, (0) ®z, A(I'))*, ahol g — ¢(g) @ g,
ahol g, g képe I'-ban.

4.2.13. Lemma. A ®, homomorfizmus kiterjesztheté A(G)s+ egy homomorfizmusdvd és ezt is O -vel jeléljik

A(G)sx = M, (Qo(T)).

4.3. Karakterisztikus elemei az 9y (G) modulusoknak

A ¢ homomorfizmus indukal egy K csoportok kozotti homomorfizmust K1 (A(G)) — K1(M,(0)) ~ K1(0) = O*.
Ez kiterjeszthet6 a lokalizalt gyfiri K csoportjdra @, : Ki(A(G)s+) — Ki1(Mn(Qo(T))) = Qo(T)*. Mivel
Ao(T) ~ O[[T], ezért az Aug : Ao(I") — O, augmentacids leképzés hozzarendel egy v € Ao(T') elemhez a konstans
tagjat O-ban. Vegyiik a leképzés magjat Ker(Aug)=p. Ennek elemei nem nulloszték, ezért lokalizalhatunk vele és

e s

L a hinyados teste O-nak. Ekkor £ € K;(A(G)g+) elemére definidlhatunk egy homorfizmust L U {oo}-be. Legyen
€ képe £(p) = Aug(P(,(€)), ha (,(§) € Qo(I'), kiilénben végtelen.

Kovetkez6kben definidlni szeretnénk My (G) elemeinek a karakterisztikus elemeit. Ehhez elsének is meg kell érte-
niink a hosszi egzekt sorozatat az Iwasawa algebrdk K; (i = 1,2) csoportjainak.

3]
= K(AQ)) = K1 (AMG)s+) == Ko(Me(G)) = Ko(A(Q)) = Ko(A(G)g+) = 0
4.3.1. Allitds. Ha G-nek nincs p-ad rendi eleme akkor dg sziirjektiv.
Ezzel az allitassal képesek vagyunk definidlni a karakterisztikus elemet.

4.3.2. Definicié. Legyen M € My (G). M karakterisztikus elemének hivjuk azt az &y € K1 (A(G)g+) elemet, ami
teljesiti a kovetkezdt

dc(ém) = [M].

4.3.3. Definicié. Legyen M A(G)-modulus. Ekkor M G-Euler karakterisztikdja véges, ha minden H;(G, M) véges
minden 7 > 0 és )
X(G, M) = [ [#(H:(G, M) =Y
i>0
4.3.4. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon csak véges sok elem nem 1, mivel feltettiik, hogy G-nek nincs
p-ad rendd eleme.



4.3.5. Definicié. Legyen M € My (G). Legyen fin az H;(H, M) karakterisztikus hatvinysorai, mint A(T")
modulus. Ekkor a kovetkezd kifejezézt, M Akashi sordnak hivjuk

Ak(M) =[] 757 mod  A(D)*.
i>0
Ha M egy O-modulus is akkor H;(H,M)-et tekinthetjiikk, mint végeseng generdlt Ao(I')-modulus. Legyen g; p
H;(H, M) karakterisztikus hatvdnysora, mint Ao (T")-modulus. Ekkor
Ako(M) = H gZ(_A/})lmOd Ao(F)X.
i>0

4.3.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy G-nek nincs p-ad rendd eleme. Legyen M € My (G) és Enr a karakterisztikus eleme
M-nek. Minden folytonos reprezentdciora ¢ : G — GL,,(O), aminek a G-Euler karakterisztikdja véges tudjuk, hogy

gM(QD) 7é 07 0,
és
X(G twg (M) = [Em ()] ™

ahol my, = |L: Q, -HT

és p(g) = »(g

Bizonyitds. (csak vézlatosan)
Két homomorfizmusra van sziikségiink

A, KoMy (G)) = Qo(D)* /Ao(D)*,

azzal a hozzarendeléssel, hogy
Ay ([M]) = Ako(twg (M)
és
r : Qo(I')* = Qo(I)* /Ao (I)*.

Nézziik a kovetkezd diagrammot, és be szeretnénk latni, hogy kommutativ

K1 (A(G)sr) —5—— Ko(Mu(G))
P, ar
ALP
Qo) —————— Qo(I)* /Ao (T)*

A bizonyitds tovabbi részében a norma és augmenticiés leképzések kommutativitasat felhasznédlva kovetkezik az
allitds, mert H;(H, M) karakterisztikus hatvanysordanak képe L-ben nem nulla sem nem végtelen. O

4.4. Eloretekintés

4.4.1. Jel6lés. Legyen F egy véges bévitése Q-nak és FV° a korosztdsi Z,-bévitése F-nek és T'p =Gal(FV°/F).
Legyen E egy Q folétti eliptikus gorbe és Epe- a p-hatvdnyrendi pontok csoportja E-en.

Ekkor tudunk nézni egy bévitését Q-nak Fio, = Q(Epe). Tudjuk, hogy Foo D Q(ppe), tehdt Foo O QW és
G = Gal(Fo/Q), H = Gal(F,/Q¥°), T = Gal(Q¥°/Q).

Tehdt G egy compakt p-adikus Lie csoport, s6t tudni, hogy G =~ M, ahol M egy kompakt részcsoportja GLz(Zy) =
Aut(Epoo )



4.4.2. Definici6é. Legyen L egy algebrai bovitése Q-nak. E selmer csoportja L folott

S(E/L) = Ker(H (L, Epee) — [ [ H' (L, E(Lw))),

ahol w végig megy az 6sszes nemarkhimédeszi hely f6l6tt.

4.4.3. Definicio. A kovetkez6 kifejezés a selmer csoport Pontrjagin dualisa
X(E/L) =Hom((E/L),Qp/Z,).

4.4.4. Allitas. Legyen p > 5 prim és E-nek van jé p redukcidja. Ekkor X(E/L) € My (G).
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