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Homoldgia

Definicié

Legyen C = (Cp, 0,) ldnckomplexus, ahol minden n € Z-re C,-ben
félegzakt(0,-10, = 0) és C, € R-mod. Ekkor a

Hn(C) = Ker(8,)/Im(0n+1) csoportot a C lanckomplexus n-edik
homoldgia-csoportjanak nevezziik.
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Homoldgia

Definicio

Legyen C = (C,, 0,) ldnckomplexus, ahol minden n € Z-re C,-ben
félegzakt(9p—10, = 0) és C, € R-mod. Ekkor a

Hn(C) = Ker(8,)/Im(9ny1) csoportot a C lanckomplexus n-edik
homoldgia-csoportjanak nevezziik.

O On— Op—
o G Gy /5 Cpog 2 ..

Torténet

Homoldgiat a topoldgia eszkozeként hoztdk létre, ami egy sokasdg " n
dimenzids lyukait” szamolja, viszont szdmunkra a derivalt funktorok
definidlasara sziikséges.
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Definicié (Projektiv feloldas)

Legyen M R—modulus. M projektiv felolddsdnak nevezziik egy

P=...= P, — Py — Py =& M — 0 egzakt sorozatot, ahol P; projektiv
R—modulus minden i > 0 esetén.

Definicid

Legyen P az M modulus projektiv feloldasa és N egy R—modulus, ekkor

Hom(P, N) := 0 — Hom(Po, N) 2 Hom(Py, N) 25 Hom(Py, N) — ...
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Példa

Nézziik Z/nZ, mint egy Z/mZ modulus, feltéve, hogy n|m. Ekkor a
projektiv feloldas

oo = Z/mZ — Z/mZ — Z/mZ — Z/mZ — Z/nZ — 0.
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Ext és Tor

Két R-modulus esetén M, N-re definidlhatjuk az Ext-jiiket
Extg(M, N) := H"(Hom(P, N)).
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Két R-modulus esetén M, N-re definidlhatjuk az Ext-jiiket
Extg(M, N) := H"(Hom(P, N)).

Tétel

Legeyn 0 - A — B — C — 0 R—modulusok rovid egzakt sorozata és M
R—modulus. Ekkor Iéteznek hosszl egzakt sorozatok:

0 — Ext%(M, A) — Ext%(M, B) — Ext}(M, C) — Exti(M, A) — ...

0 — Ext%(C, M) — Ext%(B, M) — Ext%(A, M) — Extg(C, M) — ...
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Ext és Tor

Legyen M bal R-modulus, N jobb R-modulus és P — N projektiv
feloldas, ekkor

PRrM == Poop M2 P or M2 0.
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Legyen M bal R-modulus, N jobb R-modulus és P — N projektiv
feloldds, ekkor

PorM:i=- = Por M2 ProgM 20

Definicid

Legyen M bal, N jobb R-modulus, akkor Tor?(N, M) := H,(P ®r M).
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Csoporthomoldgia

Legyen G egy csoport és M bal ZG-modulus. Ekkor M-nek az n-edik
kohomolégiacsoportja H"(G, M) = Exty¢(Z, M).
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Csoporthomoldgia

Definicid

Legyen G egy csoport és M bal ZG-modulus. Ekkor M-nek az n-edik
kohomolégiacsoportja H"(G, M) = Ext;¢(Z, M).

Definicid

Legyen G egy csoport és M bal ZG-modulus. Ekkor M-nek az n-edik
homolégiacsoportja H,(G, M) = Tor%G(M,Z).
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Legyen L/K egy Galois bévités és u, C K. Ha Gal(L/K) ~Z, = G,
ekkor Ja € L, hogy L = K(a) és a" = a € K.
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Allitas
Legyen L/K egy Galois bévités és u, C K. Ha Gal(L/K) ~Z, = G,
ekkor Jac € L, hogy L = K(a) és " = a € K.

Nézziik a kovetkez6 rovid egzakt sorozatot:

1—>u,,—>LX£>(LX)”—>1.
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Példa

Allitas
Legyen L/K egy Galois bévités és u, C K. Ha Gal(L/K) ~Z, = G,
ekkor o € L, hogy L = K(«) és " = a € K.

Nézziik a kovetkez6 rovid egzakt sorozatot:
15 um— 58 () 51,

Ha erre a a rovid egzakt sorozatra alkalmazziik a G csoportkohomoldgidt,
akkor a kovetkez6 hosszu egzakt sorozatot kapjuk:

0 — H%(G,un) — H(G, LX) = HY(G,(LX)") —

— HY(G, ptn) — HY(G,L*) — ...
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K-elmélet

Definicié

Legyen M egy halmaz, amin létezik egy asszociativ és kommutativ
mivelet + és egy additiv egység eleme 0. Ekkor M-t a miiveletével egy
Abel monoidnak nevezziik.
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K-elmélet

Definicio

Legyen M egy halmaz, amin |étezik egy asszociativ és kommutativ
mivelet + és egy additiv egység eleme 0. Ekkor M-t a miveletével egy
Abel monoidnak nevezziik.

Definicio

Egy Abel monoid csoporttd valé bovitése alatt a kovetkezé miiveletet
nevezziik. Legyen M egy Abel monoid ekkor M~1 M egy Abel csoport egy
monoid leképzéssel [ ]: M — M~1M, ami univerzélis is arra nézve,
hogy minden A Abel csoportra és M — A monoid leképzésre létezik egy
M~1M — A csoporthomomorfizmus.
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K-elmélet

Definicio

Legyen M egy halmaz, amin |étezik egy asszociativ és kommutativ
mivelet + és egy additiv egység eleme 0. Ekkor M-t a miveletével egy
Abel monoidnak nevezziik.

Definicio

Egy Abel monoid csoporttd valé bovitése alatt a kovetkezé miiveletet
nevezziik. Legyen M egy Abel monoid ekkor M~1 M egy Abel csoport egy
monoid leképzéssel [ ]: M — M~1M, ami univerzélis is arra nézve,
hogy minden A Abel csoportra és M — A monoid leképzésre létezik egy
M~1M — A csoporthomomorfizmus.
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K-elmélet

Definicié

Legyen R egy gylirli. P(R) a végésen generalt projektiv R-modulusok
izomorfia osztalyainak a halmaza egyiitt a direktosszeggel és a nulla
modulussal, egy Abel monoidot alkot. Az R gylir(i Grothendieck
csoportja, Ko(R), a P(R) Abel monoid csoportta valé bévitése.
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K-elmélet

Definicio

Legyen R egy gylirli. P(R) a végésen generalt projektiv R-modulusok
izomorfia osztdlyainak a halmaza egyutt a direktosszeggel és a nulla
modulussal, egy Abel monoidot alkot. Az R gylir(i Grothendieck
csoportja, Ko(R), a P(R) Abel monoid csoporttd valé bévitése.

Példik
@ R = k test ekkor P(R) = N és Ky(R) = Z.
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K-elmélet

Definicio

Legyen R egy gylirli. P(R) a végésen generalt projektiv R-modulusok
izomorfia osztalyainak a halmaza egyiitt a direktosszeggel és a nulla
modulussal, egy Abel monoidot alkot. Az R gylir(i Grothendieck
csoportja, Ko(R), a P(R) Abel monoid csoporttd valé bévitése.

Példak
@ R = k test ekkor P(R) = N és Ko(R) = Z.
e Ha R lokalis akkor is Ko(R) = Z
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K-elmélet

Definicié

Legyen R egy gylirli. és GL,(R) az n x n R Vatozos métrixok gyirlije. Ha

minden A matrixot megfeleltetjiik 0) matrixal akkor bedgyazhatjuk

A

0 1

GL,(R)-t GL,11(R)-be. Ekkor az unidja a kdvetkezd sorozatnak
GL1(R) C GLy(R) C --- C GL(R) C GLp11(R) C ...

a végtelen linedris csoportnak nevezziik és jele GL(R).
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K-elmélet

Definicié

Legyen R egy gylirii. és GL,(R) az nx n R Vétozos matrixok gyliriije. Ha
minden A matrixot megfeleltetjiik <'3 (1)> matrixal akkor bedgyazhatjuk

GL,(R)-t GL,11(R)-be. Ekkor az unidja a kdvetkezd sorozatnak
GLi(R) C GLy(R) C --- C GL,(R) C GLp41(R) C ...

a végtelen linedris csoportnak nevezziik és jele GL(R).

Definicié
Ki(R) a kovetkezd Abel csoport GL(R)/[GL(R), GL(R)].
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K-elmélet

Definicié
Legyen R egy gyliri. és GL,(R) az n x n R Vdtozos matrixok gyliriije. Ha
minden A matrixot megfeleltetjiik ('3 (1)> matrixal akkor bedgyazhatjuk

GL,(R)-t GL,+1(R)-be. Ekkor az unidja a kdvetkezd sorozatnak
GLl(R) C GL2(R) Ceoe C GLn(R) C GLn+1(R) C...

a végtelen linedris csoportnak nevezziik és jele GL(R).

Definicié
Ki(R) a kovetkezé Abel csoport GL(R)/[GL(R), GL(R)].

Példak
@ Ha F egy test akkor Ki(F) = F*.
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K-elmélet

Definicid

Legyen R egy gyliri. és GL,(R) az n x n R Vdtozos métrixok gyliriije. Ha

minden A matrixot megfeleltetjiik O) matrixal akkor bedgyazhatjuk

A

0 1

GLp(R)-t GL,11(R)-be. Ekkor az unidja a kdvetkezd sorozatnak
GLl(R) C GL2(R) C oo C GLn(R) C GLn+1(R) C...

a végtelen linedris csoportnak nevezziik és jele GL(R).

Definicié

K1(R) a kovetkezé Abel csoport GL(R)/[GL(R), GL(R)].

Példak
@ Ha F egy test akkor Ki(F) = F*.
e Ha R = Rl X R2 akkor Kl(R) = Kl(Rl) D Kl(Rg)
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K-elmélet

Definicid

Legyen R egy gyliri. és GL,(R) az n x n R Vdtozos matrixok gyliriije. Ha
minden A matrixot megfeleltetjiik ('3 (1)> matrixal akkor bedgyazhatjuk

GL,(R)-t GL,+1(R)-be. Ekkor az unidja a kdvetkezd sorozatnak
GLl(R) C G[_2(R) C oo C GLn(R) C GLn+1(R) C...
a végtelen linedris csoportnak nevezziik és jele GL(R).

Definicié
Ki(R) a kovetkezé Abel csoport GL(R)/[GL(R), GL(R)].

Példak
@ Ha F egy test akkor Ki(F) = F*.
@ Ha R = Ry x R, akkor Ki(R) = K1i(R1) @ Ki(R2).
e Ha R' = M,(R) akkor Ki(R') ~ Ki(R)
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lwasawa-elmélet

Emlékezteto

@ Legyen G egy olyan kompakt p-adikus Lie csoport, aminek nincs p
rend{i eleme, ekkor A(G) lesz G Iwasawa algebrdja.
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lwasawa-elmélet

Emlékezteto

@ Legyen G egy olyan kompakt p-adikus Lie csoport, aminek nincs p
rend{i eleme, ekkor A(G) lesz G Iwasawa algebrdja.

o Feltessziik, hogy létezik egy zart norméloszté H < G, hogy
=G/H~Z,.
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lwasawa-elmélet

Emlékezteto

@ Legyen G egy olyan kompakt p-adikus Lie csoport, aminek nincs p
rend{i eleme, ekkor A(G) lesz G Iwasawa algebrdja.

o Feltessziik, hogy létezik egy zart normaloszté H < G, hogy
= G/H ~Z,. (Ezt azért tehetjilk meg, mert példdul, ha L/K egy
p-adikus Lie bovités, akkor a Galois csoport tartalmaz ilyen
normalosztédt.)
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lwasawa-elmélet

Emlékezteto

@ Legyen G egy olyan kompakt p-adikus Lie csoport, aminek nincs p
rendii eleme, ekkor A(G) lesz G Ilwasawa algebrdja.

o Feltessziik, hogy létezik egy zart normaloszté H < G, hogy
= G/H ~Z,. (Ezt azért tehetjiik meg, mert példdul, ha L/K egy
p-adikus Lie bdvités, akkor a Galois csoport tartalmaz ilyen
normalosztét.)

Megjegyzés
A fejezet soran minden alkalommal, amikor modulusokrél beszéliink,
kifejezetten bal modulusra gondolunk.
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Ore halmaz

Legyen S egy multiplikativ halmaz A(G)-ben. S bal és jobb Ore halmaz,
ha minden s € S és r € A(G)-re létezik t1,tr € S és wy, wo € A(G). hogy

swy; = rty, WsS = br.

Definicié
Legyen S azon f € A(G) elemek, amelyre A(G)/fA(G) végesen generdlt
A(H) modulusok és legyen

G = U an7

n>0

ahol S A(G) Ore halmaza. Mivel p € Z(A(G)), ezért S* is egy bal és
jobb Ore halmaz, és egyik eleme sem nulloszté.
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A(G) modulusok

Jelolés

Legyen M egy A(G) modulus. A végesen rendii elemei &ltal generalt
modulust M(p)-vel jeldljiik és ez egy p-primer modulus.(Annp(g)(M)

p-primer)
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A(G) modulusok

Jelolés

Legyen M egy A(G) modulus. A végesen rendii elemei &ltal generalt
modulust M(p)-vel jeléljiik és ez egy p-primer modulus.(Annp(g)(M)

p-primer)

Allitas
Legyen M végesen generalt A(G) modulus. M akkor és csak akkor lesz
S*-torzié, ha M/M(p) végesen generdlt A(H) modulus.
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A(G) modulusok

Jelolés

Legyen M egy A(G) modulus. A végesen rendii elemei &ltal generdlt
modulust M(p)-vel jeldljiik és ez egy p-primer modulus.(Annyc)(M)

p-primer)

Allitas
Legyen M végesen generdlt A(G) modulus. M akkor és csak akkor lesz
S*-torzié, ha M/M(p) végesen generalt A(H) modulus.

Jelolés

Ezeknek a modulusoknak a kategériajat My (G)-vel jeldljiik.
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Karakterisztikus elemei 9t4(G) modulusoknak

Motivacid

Megszeretnénk érteni a Ki(A(G)s+) csoportot. Erre szeretnénk
eszkozoket és tudunk is, ha feltessziik, hogy

Ki(A(G)s+) Js, Ko(Mu(G)) leképzés sziirjektiv. Ekkor tudjuk definidlni
a karakterisztikus elemeit Mty (G)-nek.
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Karakterisztikus elemei 9t4(G) modulusoknak

Motivacié

Megszeretnénk érteni a Ki(A(G)s+) csoportot. Erre szeretnénk
eszkozoket és tudunk is, ha feltessziik, hogy

K1(A(G)s~) Js, Ko(Mu(G)) leképzés sziirjektiv. Ekkor tudjuk definidlni
a karakterisztikus elemeit 9ty(G)-nek.

Definicié
Legyen M € My(G). M karakterisztikus elemének hivjuk azt az
Em € Ki(A(G)s-) elemet, ami teljesiti a kdvetkezét

96(ém) = [M].
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Euler karaktereiszitka és modulusok csavarasa

Definicid

Egy M € My (G) modulus csavardsat a kovetkezéképpen definialjuk
tW¢(M) = Mo ®p O".

Ezen a moduluson G-nek a hatdsa g(m® z) =gm® gz és O"-n g€ G
dgy, hat, mint ¢(g).
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Euler karaktereiszitka és modulusok csavarasa

Definicid

Egy M € My (G) modulus csavardsat a kdvetkezéképpen definidljuk
tw,(M) = Mo ®0 O".

Ezen a moduluson G-nek a hatdsa g(m® z) =gm® gz és O"-ng e G
dgy, hat, mint ¢(g).

Definicié

Legyen M A(G)-modulus. Ekkor M G-Euler karakterisztikdja véges, ha
minden H;(G, M) véges minden i > 0 és

= [T#Hi(6, M)V,

i>0

|
N
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Akashi sorok

Definicid

Legyen M € My(G). Legyen f; p az H;(H, M) karakterisztikus
hatvanysorai, mint A(I') modulus. Ekkor a kdvetkezd kifejezézt, M
Akashi soranak hivjuk

AK(M) = [T £5," mod  A(T)*.
i>0

Ha M egy O-modulus is akkor H;(H, M)-et tekinthetjiik, mint végeseng
generdlt Ao(I)-modulus. Legyen g; p H;(H, M) karakterisztikus
hatvanysora, mint Ag(I')-modulus. Ekkor

Ako(M) =[] g5 mod  Ao(r)*.
i>0
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Akashi sorok

Tétel

Tegylik fel, hogy G-nek nincs p-ad rendii eleme. Legyen M € My(G) és
&m a karakterisztikus eleme M-nek. Minden folytonos reprezentacidra
¢ : G — GL,(0), aminek a G-Euler karakterisztikdja véges tudjuk, hogy

Em(p) # 0,00,

X(G, twa(M)) = [Em()], ™,
ahol my, = |L: Q, és ¢(g) = p(g1)T
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Koszonom a figyelmet!

rik Témavezetd adi Nemkommutativ Iwasawa-elmélet: Akashi sorok és Euler karakterisztika



