Erint6grafok
Egyéni kutatomunka 2.

Osztényi Jozsef

Témavezets: Keszegh Balazs

A jelen beszdmolo tartalmazza a korabbi féléves egyéni kutatomunkam is, mivel a félév soran
tovabbra is ugyanazon témaéaval foglalkoztam és egyben akartam hagyni a téméval foglalkoz6 irdsomat.

Ebben a félévben a 3 fejezetts] indulva a beszamold végéig talalhato résszel foglalkoztam leginkabb.

1 Bevezetés

A téma alapvets célja a gérbék kozotti maximélis szamu érintések vizsgélata. Két gorbe érinti egymast,
ha pontosan egy kozos pontjuk van és ebben a metszéspontban nem keresztezik egymast (pontos
definialas lentebb).

A téma sikbeli gorbékkel foglalkozik, amik alatt Jordan-gorbéket értiink, vagyis egy injektiv folytonos
fiiggvény képe egy zart intervallumbol R?-be. Egy gorbét z-monoton-nak hivunk, ha nincs két olyan
pontja, melyeknek az z-koordinatija megegyezne. Olyan gorbecsaladokkal foglalkozunk, amelyekben
minden gérbepar metszéspontjainak szama véges. Egy gorbecsaladot t-metszd-nek hivunk, ha a csalad-
ban szerepl§ goérbeparok metszéspontjainak széama legfeljebb ¢. Tovabbé egy gorbét bi-infinit-nek
hivunk, ha barmely z-koordinita esetén van olyan gorbebeli pont, amely felveszi azt.

Két gorbének p metszéspontja akkor keresztezési pont, ha van egy kis D kor, aminek a kdzéppontja
p és nincs benne tobb metszéspontja a két gorbének, tovabbi mindketts gérbe pontosan 2 pontban
metszi D-nek a hatarat és ezen 4 pont ciklikus sorrendjében nincs ketté egymésutani pont, amely egy
gorbéhez tartozik. Ha két gorbe pontosan egy olyan pontban metszi egymaést, amely nem keresztezési
pont, akkor azt mondjuk, hogy a két gérbe abban a pontban érinti egymést. Ezen érintések szdma a
gorbecsalad érinté parjainak szama. Természetesen lehetséges, hogy egy pontban tobb gorbe is érinti
egymast. Erre jo példa az z?* fiiggvények, ahol k € {1,2,...,n} és a [—1,1] intervallumbol képezziik a
fliggvényeket. A tovabbiakban minden gorbecsaladrol feltessziik, hogy barmely harom gorbének nincs
kozos pontja, hogy el6bbi eset ne alljon fenn.

Adott egy gorbecsalad, akkor az érintégrafjukat az alabbi médon definialjuk:
e a csucsal megfelelnek a gérbéknek,

e két csucs kozott él megy, ha a megfelel§ gorbék érintik egymast.



Ezzel a megfogalmazassal az a célunk, hogy bizonyos gorbecsaladok esetében felismerhetjiik, hogy
érintGgrafuk mindig egy bizonyos fajtaju graf lesz (pl.: fagraf, sikgraf), amivel tudunk becslést adni az

érintGgraf éleinek szaméra. Kezdésnek tekintsiink két specialis esetet.

Allitas 1.1. [5] Adott egy C n elemi girbecsaldd, barmely kettd gorbe legfeljebb egy pontban metszi

egymdst, tovdbbd minden metszéspontja érintési pont. Legfeljebb 3n—6 az érintések szdma a C csalddban.

Bizonyitds. A C gorbecsaldd minden gorbéjéhez rendeljiink hozzé egy reprezentald csicsot, ezen pont
legyen a gorbe egy tetsz6leges pontja, ami nem esik egybe egyetlen érintési ponttal sem. Az érintSgraf
két csucsa kozott pedig fusson az alabbi modon él, ha a két gbérbe érinti egymast. Legyen c; és co
gorbék, amik érintik egymaést és legyenek reprezentéld pontjaik F' és G. Ekkor az él induljon F' pontbdél
és fusson ¢; gbrbén egészen a c1 Neco érintési pontig, majd onnan haladjon tovabb ce gérbén a G pontig.
Ezt az élhuizasi miiveletet végezziik el minden érintési pont esetén, az vilagos, hogy ebben az esetben
lehetséges tobb él is egybe fog esni az adott gérbéken, de meggondolhatd, hogy ez a folyamat precizzé
tehets, hogyha gorbéknek minimalis kiterjedést adunk, vagyis "felfajjuk" &ket és az élek behizésa
soran figyeltink arra, hogy azok ne metszék el egymést. Ekkor az érint6grafrol lathatod, hogy egy sikgraf

lett, aminek éleire fennéll az FEuler-formula, vagyis legfeljebb 3n — 6 éle lehet. O

Allitas 1.2. /6] Legyen C egy n elemi gorbecsaldd (metszéspontjainak szimdra nincsen korldt). Ekkor

létezik olyan C, hogy ©(n?) legyen az érintések szima a csalddban.

Bizonyitds. A C csaladot osszuk ketté n/2 elemi gorbecsaladra, amiknek elemei paronként érintik
egymast, vagyis |[n?/4| érintést adnak. Ezt még tigy is meg lehet tenni, hogy minden gorbe zart és
konvex. Az 1.1 dbra mutatja az n = 8 esetet és altalanosithatd nagyobb n-ekre és minden esetben

|n?/4] érintés kapunk.

Abra 1.1: n sokszog kozott O(n?) érintés.

O]

Ezek alapjan lathato, hogy érdekes eseteket leginkabb akkor kapunk, ha van fels§ korlatja egy gor-
bepar metszéspontjai szamanak. Elsének olyan eseteket fogunk vizsgéalni, amikor két olyan csalddunk
van, amelyek mindegyike paronként diszjunkt gorbékbdl all. Masodjara pedig arra az esetre koncen-

tralunk, amikor egy gorbecsaladunk van.



2 Két gorbecsalad érintéseinek szama

A gorbék halmaza ketts gorbecsaladbol all (legyenek piros és kék gorbék a tovabbiakban), tovabba
adott csalddon beliil barmely két gérbe nem metszi egymast. Ekkor az érintégrafunk paros grafot
alkot. Pach, Suk és Treml [12] cikkiikben tobb két gorbecsalados eredményt mutatnak be. Az egyik
eredményiikben a gorbecsalddokat zéart gorbék alkotjak és ezeknek az érintési szamukra adnak felsd

becslést.

Tétel 2.1. [12] Legyen C = PUK egy n > 5 darab konvex zdrt gorbébsl dlld csaldd a sikban, ahol a
P és K csalddok pdronként diszjunkt gorbékbdl dlinak. Ekkor a P és K tagjai kézotti érintések szdma
legfeljebb 4n — 16.

A tétel bizonyitasa indukcioval torténik. A bizonyitas egyik f§ Gtlete abban rejlik, hogy a konvex
alakzatokat lecseréljiik az érintési pontjaik altal meghatarozott konvex burokra és tudjuk venni ezen
csuicsokat egy graf csiicsainak, és az oldalakat pedig éleknek a grafban. Természetesen, ekkor lesznek a
grafnak olyan lapjai, amik az eredeti sokszogek kozott nem szerepelnek. Ezen kiils§ oldalak a szdmét
lehet feliilrsl becsiilni, gy hogy ha két kiilsé haromszog oldal talalkozik egy pontban, akkor abban a
pontban az egyik bels6 sokszog legalabb 6 oldald. Ezzel megkaptuk a bizonyitds masodik f6 gondo-
latat és az Euler-féle poliéder tétel alkalmazaséval és par atalakitas utan adoédik a tételben kimondott
eredmény.

A cikkben tovabbiakban xz-monoton goérbecsaladokkal foglalkoznak.

Tétel 2.2. [12] Legyen C = PUK egy n elemd@ xz-monoton gorbecsaldd. A P olyan pdronként diszjunkt
piros gorbékbdl dll, amelyek bal végpontjai egqy l fiiggdleges egyenesre esnek (baloldali zdszld), a K pedig
olyan pdronként diszjunkt kék gorbék csalddja, amelyek teljesen az | eqyenestdl jobbra helyezkednek el.

Akkor a gorbék kozitti piros-kék érintések szama legfeljebb 30n logn.

A bizonyitas indukcion alapszik, aminek az alapja, hogy vesziink egy I’ fiigg6leges egyenest, ami
felezi a K gorbecsaladot egy adott modon. Természetesen a témakorben az is fontos szerepet jatszik,
hogy adott felsé korlatokhoz tudjunk adni konstrukecidt, ami felveszi nagysagrendileg azt az érintési
szamot. A cikkben ehhez a tételhez talalhatunk is ilyet, ami a kovetkezst adja:

A konstrukcio rekurzion alapszik. Legyen {p1,...,pn 2} és {k1,...,ky 2} egy piros baloldali zaszl6
és egy kék jobboldali zaszld. Zéaszld alatt olyan egyenest értiink, amin asz Osszes gorbe merglegesen
athalad. Esetiinkben legyenek ezek az egyenesek a x = 2 egyenletd egyenes, illetve z = 3 egyenlettel
definialt egyenes. Mivel indukciot hasznalunk, emiatt ezek kozott fi(n/2) darab érintés van. Legyen
{Pnj241---sPn} € {by /241, .., bn} egy piros baloldali zaszl6 és egy kék jobboldali zaszl6 hasonloan z =
0 és z = 1 egyenlettel definidlva, amelyek kozott hasonléan fi(n/2) érintés van indukci6é miatt. Konnyt
belatni, hogy az r; (i < n/2) gorbék balra, a b; (j > n/2) gérbék pedig jobbra meghosszabbithatok,
amig az x = 0, illetve az © = 3 egyeneseket nem érintik, igy r; minden i < n/2 esetén feliilrsl érinti
a biynp-t az 1 < z < 2 fiiggbleges sdvban. Tehat az n-tagi baloldali és n-tagi jobboldali zaszl6
kozotti érintkezések maximalis szamara a f1(n) > 2f1(n/2) + n/2 rekurzié adhatd, amibdl kapjuk a

fi(n) = Q(nlogn) eredményt.



A 2.2 tétel egy specialis esete a kovetkezs tételnek és a bizonyitasa soran hasznalva is volt.

Tétel 2.3. [12] Jelolje f(n) a sikban két x-monoton gorbékbdl dllo n tagi csalddok kozotti legnagyobb
érintés szamot, ha az egyes csalddok paronként diszjunkt gorbékbsl dllnak. Ekkor Q(nlogn) < f(n) <

O(nlog?n).

Az also korlatot itt is ugyanaz adja, mint fentebb és a felsd korlat bizonyitasa itt is indukcioval
zajlik.

Késsbb Keszegh és Palvolgyi ezt az eredményt megjavitotta és a 9] cikkben publikalta tobb té-
makorbe vago eredménnyel egyiitt. A cikkiikben a fels korlatot O(nlogn)-re javitottdk meg, ami
egybeesik az also korlattal. Keszegh, Palvolgyi és Ackermann a [2| cikkiikben megjegyzik, hogy a [12]
cikkben 1évé alsé korlat konstrukcidjaban a kiilénbo6z6 szinii gorbéknek legfeljebb két kozos pontjuk
van, emiatt ez felveti azt a kérdést, hogy kisebb korlat all-e fenn, ha a két csaladunk 1-metszd, amire

a kovetkez§ tétel valaszt is ad.

Tétel 2.4. [2] Adott egy n darab piros és kék gorbébél dllo 1-metszd gorbecsaldd, gy hogy két azonos

szind gorbe nem metszi eqymdst, ekkor a gorbék kozétti érintések szama legfeljebb O(n).

Természetesen, ha elhagyjuk az 1-metszdé tulajdonsagot, akkor nagysagrendileg nagyobb alsé kor-

latra tudunk konstrukciot adni, amit Keszegh és Palvolgyi a |9] cikkben irt le.

Tétel 2.5. [9] Létezik egy olyan n darab gorbébdl dllo piros és kék gorbecsalad, amelyben barmely két

azonos szint gorbe nem metszi eqymdst és a gorbék kozotti érintések szama Q(n4/ 3.

A konstrukcié alapjat Erdds és Purdy hires konstrukcidja adja, amiben adott n darab pont és n
darab egyenes a sikon és a konstrukcioban a koztiik 1év§ illeszkedések szama Q(n4/ 3) nagysagi. A
konstrukcioban az egyik csalad a pontok modositasa lesz, mig a masika csalad az egyenesek olyasfajta

modositasa lesz, hogy eleget tegyenek a tételben szerepld feltételnek.

3 Erintések szama egy gorbecsaladban

Rengeteg érdekes kérdés meriil fel, ha egyetlen gorbecsaldd van és tovabba feltétel, hogy minden gor-
beparnak legyen metszéspontja. Par dbra rajzolas utan érzékelhets, hogy ez a feltétel kisebb szabad-
sdgot és érintési szamot fog eredményezni, mint az eddig latott eredmények. Pach a kovetkezd sejtést

fogalmazta meg a téméban:

Sejtés 3.1. Legyen C egy olyan n elemid gorbecsaldd, melyben minden gorbepdr pontosan egy pontban

metszi eqgymdst, ami keresztezés vagy érintés. Ekkor a C gérbecsalddban az érintések szdma O(n).

Eddig nem sikeriilt senkinek sem az altalanos esetet belatnia, de gorbék specialis csalddjaira iga-
zolt a sejtés. Ackermannak és Keszeghnek sikeriilt a sejtést belatnia xz-monoton gorbecsaladra a [1]
cikkitkben. Gyorgyi, Hujter és Kisfaludi-Bak [7] cikkben igazoltak a 3.1 sejtést abban a specilis eset-
ben, amikor a C altal meghatérozott abrdban konstans szamu tartoméany tartalmazza a gorbék Osszes

végpontjat.



Tétel 3.2. [1] Legyen C egy n elemd x-monoton girbékbsl dlle csaldd, tovdbbd minden gérbepdr pon-
tosan egy pontban metszi eqymdst, ami keresztezés vagy érintés. Ekkor a C gorbecsalddban az érintések
szama legfeljebb 1160mn.

A bizonyitas alapotlete az, hogy esetekre osztjak az érintéseket aszerint, hogy a két érinté gorbe
z-koordinatara vonatkozé projekcidja szerint teljes mértékben tartalmazza a maéasikat vagy nem. Min-
degyik esetben az adott érintGgrafrol latnak be egy-egy specialis feltételt. Az egyik esetben az élek
bizonyos linearis méretd részét tordlve a maradék élek erdst alkotnak. A masik esetben is speciélis
részekre lehet bontani, amikben a megmaradt éleket tudjuk tgy rendezni, hogy ezen rendezés tekin-
tetében nem lehet hosszii monoton névekvé 1it, ami szintén linearis felsé korlatot ad csticsok szamara
nézve. Ebben az esetben Rodl tételét hasznaljak.

A félévem sorén a 3.1 sejtéshez kapcsol6do sejtéssel probéalkoztam, amely igy szol:

Sejtés 3.3. Legyen C egy n elemd k-metszd, x-monoton és bi-infinit gorbecsaldd, tovabbd bdrmely kettd

gorbe legaldbb egyszer metszi eqymdst. Ekkor a C gérbecsaladban az érintések szama O(n).

A sejtésbdl kovetkezne a kovetkezo sejtés is (ezt belatom lentebb), amiben a k megegyezik az el6bbi

sejtés k értékével.

Sejtés 3.4. Legyen C egy n elemd (k — 2)-metszd, x-monoton gérbecsaldd, tovdbbd barmely kettd gorbe

legaldbb egyszer metszi eqgymdst. Ekkor a C gorbecsalddban az érintések szama O(n).

A fejezet tovabbi részében szerepld, nem hivatkozott eredmények Eyal Ackermann és a témavezetém
koz0s, cikkben nem szerepld eredményei, amelyeket Balazzsal folytatott konzultacidk soran ismertem

meg.
Allitas 3.5. A 3.3 sejtésbdl kovetkezik a 3.4 sejtés.

Bizonyitds. Valojaban négyféle gorbecsaladot fogunk definidlni, attol fiiggden, hogy az adott érintkezés
milyen modon torténik. Az osztalyozas alapja az, hogy a gorbék z-tengelyre vett vetiiletei hogyan
helyezkednek el egyméshoz képest — ahogyan a 3.1 abran is lathato.

o

(‘b) 2. tipus (‘C) 3. tipué (‘d) 4. tipué

éa) 1. tipué

Abra 3.1: Erintési pontok fajtai.

Tekintsiik a C n elemi (k — 2)-metsz8, z-monoton gorbecsaladot, amire teljesiil, hogy barmely
ketté gorbe legalabb egyszer metszi egymast. Ebbél szeretnénk egy C’ n elemii k-metsz6, z-monoton

és bi-infinit gérbecsaladot, amire fennéll, hogy barmely ketts gorbe legalabb egyszer metszi egymaést.



A C gorbecsalad minden gorbéjét szeretnénk "meghosszabitani" z-tengely szerint mindkét iranyba,
hogy bi-infinit legyen. Tegyiik fel, hogy a C csalad gorbéinek bal végei kiillénb6z6 x-koordinataval
rendelkeznek. Ha ez nem teljesiilne, akkor az abrat kismértékben elforgatva elérhetjiik, hogy ez a
tulajdonsag teljesiiljon anélkiil, hogy a tobbi kovetelményt megsértenénk. Hasonlé médon jarhatunk el
a jobb széls6 pontokra is.

Ezutéan balrél jobbra haladva végignézziik a gorbék széls§ pontjait. Minden pontnél a kévetkezé
meghosszabbitasi 1épést hajtjuk végre: kiindulva a gorbe végpontjabol, szinte fligglegesen haladunk
felfelé vagy lefelé egy olyan egyenessel, amelynek meredeksége nagyobb, mint barmely més gorbének
barmely pontjaban.

Azt, hogy felfelé vagy lefelé haladunk, az hatarozza meg, hogy melyik tipusa érintést nem szeretnénk
"elrontani" a 3.1 abran szerepld négy tipus koziil. Példaul az 1. tipusnal, ha a bal oldali végpontokbol
lefelé indulunk, ahogyan a jobb oldaliakbdl is, mivel igy minden gérbe ugyanabba az iranyba nyulik ki,
és a kiemelt érintések megmaradnak. A tébbi eset ehhez hasonléan kezelhetd: minden esethez 1étezik
egy "megfelel§" irdny a bal és jobb végeknél.

Ezen felfelé vagy lefelé menet sordn minden méas gorbével legfeljebb egyszer taldlkozunk a meredek-
ség miatt és a gorbék x-monoton tulajdonsiga miatt. Barmely kett6 gérbének van kozos pontja, emiatt
a bal széls6 pontok és a jobb széls§ pontok elvalaszthatok egy fliggbleges egyenessel, emiatt két ilyen
meghosszabitas, melyek nem azonos végen vannak nem metszik egymaést, vagyis legfeljebb kett&vel né
két gorbe kozott a metszések szama. Vagyis tudjuk alkalmazni a kapott négy C’ csaladra kiilon-kiilon
a 3.3 sejtést és Osszeségében minden érintés reprezentalva lett az egyik csaladban.

O

A fejezet tovabbi részében a 3.3 sejtéssel kapcsolatos eredményekkel foglalkozunk. Ezek ko6zott
szerepelni fog egy altalanos allitas k-t6l fliggetleniil és tovabbé k = 1,2 esetek bizonyitasa.

Tovabbiakban a gorbéket nevezziik cq, ca, .. ., c,-nek és legyen ¢; és ¢; gorbék metszési pontjaik ren-
dre I1(cs, ¢j), Ia(ci, ¢), - . ., i (¢4, ¢j) balrol jobbra haladva. Ezek mellett ¢;(1s(c;, ¢;), It (ci, c;))-vel fogjuk
jelolni a ¢; gorbe azon részét, ami I(c;, c;) és Ii(c;, ) pontok kozott helyezkedik el. Természetesen,
ha két gorbének csak egy metszete van, akkor azt nem fogjuk jel6lni alsé indexszel. Ha két gorbérdl
vagy pontrol egyértelmiien elmondhato, hogy x vagy y koordinata szerint nagyobb a masikrol, akkor a

¢; <y cj-val fogjuk jelolni.

Allitas 3.6. Legyen C egy n elemd k-metsz6, x-monoton és bi-infinit gorbecsaldd, tovabbd bdarmely
kettd gorbe legalabb egyszer metszi eqgymdst. Ekkor a C gorbecsaldd dltal indukdlt érintdgrdf pdros grdfot

alkot minden esetben, mds szavakkal élve nincsen benne pdratlan hosszi kor.

Bizonyitds. Az éllitassal egy ekvivalens allitast fogunk belatni, ami a kovetkezd:

Barmely gorbére igaz, hogy az 6t érint§ Osszes gorbe a gorbe alatt vagy az Osszes a gorbe felett
helyezkedik el. Az alatt és a felett sz6 alatt azt értem, hogy minden z-koordinéta esetén ugyanaz relacié
all fenn a két gorbe kozott.

Tegyiik fel, hogy van olyan gorbe, amit érintenek alulrél és feliilrsl is. Vegyiink egy als6 és egy

fels gorbét, ekkor ezeknek nem lehet kozos pontja, mivel elvalasztja Gket a gorbe, melyet mindketten



érintenek. Ellentmondast kaptunk, vagyis a gorbék két csoportba bonthaték az alapjéan, hogy alulrél
vagy feliilrsl érintik Sket. (Lehetséges, hogy egyes gorbék egyik csoportba sem tartoznak, de ez azt
jelenti, hogy izolalt csicsok, vagyis nem rontjak a paros graf feltételét.)

Tovabba az is igaz, hogy két egy csoportban 1év6 gorbe nem érinti egymaést, mert ha érintenék
egymést, akkor az egyik a masik csoportban lenne definicié alapjan. Vagyis ez a felbontés valéban egy

péros grafot ad. O

Allitas 3.7. Legyen C egy olyan n elemt 1-metsz6, z-monoton és bi-infinit gorbecsaldd, tovabbd barmely

kettd gorbe legaldbb eqyszer metszi eqymdst. Ekkor a C gorbecsalddban az érintések szdma legfeljebb n—1.

Bizonyitds. A 3.6 allitas miatt tudjuk, hogy a grafunk egy paros graf. Ha belatjuk, hogy nincs péros
hosszi kor a grafban, akkor megkaptuk az allitast, mert egy erdd grafnak legfeljebb n — 1 éle van.

Tegylik fel, hogy van 4 hosszi kor a grafban.

Abra 3.2: Kék gorbe, ami feliilrsl érinti ketts pirosat.

A 3.2 abraba kéne berajzolni egy mésodik kék gorbét, ami érinti a c1-t és co-t. Legyen ez a kék gorbe
a cq. A cq egyszer metszi el a c3-t, esetkre tudjuk bontani az alapjan, hogy a I(c3, cq) hol helyezkedik
el c3 t6bbi metszéspontjahoz képest.

Ha I(c3,cq4) <g I(c2,c3), akkor ¢4 >y c3 >4 c1, ha I(cg, c3) ponttdl jobbra nézziik, vagyis ¢; és ¢4
sosem metszi egymast, mert I(ca,c3) ponttol balra tudja csak érinteni co-t, vagyis ott fennall, hogy
¢4 >y c1, ami ellentmondast ad.

Ha I(cg,c3) <u I(c3,ca) <z I(c1,c3), akkor a I(c1,e2), I(c1,c3) és I(cz,c3) pontok kdzstti gorbék
altal hatarolt tartoménybol nem jut ki ¢4, ha érinti ¢1-t és co-t is, vagyis megint ellentmondést kaptunk.

Ha I(c3,ca) > I(c1,c3), akkor ¢4 >y ¢3 >y ¢2, ha I(c1,c3) ponttol balra nézziik, vagyis ca és ¢4
sosem metszi egymast, mert (c1,c3) ponttol jobbra tudja csak érinteni c¢;-t, vagyis ott fennall, hogy
¢4 >y C2, ami ellentmondast ad.

Vagyis minden esetben ellentmondast kaptunk, emiatt nincsen Cy a grafban. Ezt a bizonyitast el
tudjuk végezni nagyobb paros korok esetén, mert indukciét alkalmazva vissza tudjuk vezetni kisebb
esetekre. A 3.3 abran lathatd 5 gorbébdl allo csalddhoz kéne egy ks-t rajzolni, ami érinti pi-et és
ps-at. Ha k3 bal oldalon kq alol vagy ko felettrdl indul, akkor hasonléan ellentmondést kapunk mint
fentebb. Ha k3 az ki és kg kozott indul balrol, akkor vehetjik ki és ko gorbe helyett a ki (—, I(k1,k2))N
ko(I(k1,ke2), —) gorbét és tudjuk a py gorbét tgy deformalni, hogy az 0j kapott gorbét csak egyszer
érintse. Természtesen ez nem felel meg teljesen a valéosdgnak, de ps moédositdsa miatt nem lehetséges

itt sem a k3 megfelel§ berajzolasa.
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Abra 3.3: Két kék gorbe, ami feliilrsl érint kettd, kettd pirosat.

Vagyis megkaptuk, hogy a C csalad éaltal indukalt érint6grafrol, hogy nincs benne kor. FEz ekvivalens
azzal, hogy G egy erdd, vagyis legfeljebb n—1 éle van. Tehat legfeljebb n—1 érintés van a csaladban. [

A kovetkezSkben a k = 2 esetrdl is irok, de elébb definidlunk egy fogalmat, hogy a [3] cikkben

szerepld 2.4 tételrdl érthetd legyen, hogy miért ekvivalens ezzel az esettel.

Definicié 3.8. Egy C csaldd pszeudo-parabola, hogyha minden gdrbe folytonos, minden valds szamon

értelmezett fiigguény €s tovdbbd bdrmely kettének legfeljebb kettd metszéspontja van.

Vilagos, hogy a 3.3 sejtésben definialt csalad pszeudo-parabola, ha k = 2, vagyis a [3] cikkben

szereplS 2.4 tétel megadja ezt.

Tétel 3.9. [3] Legyen C a sikban n pdronként metszd pszeudo-paraboldk csalddja. Ekkor a gorbepdrok
kézdtt legfeljebb 2n — 4 érintkezés van, ha n > 3.

A bizonyitas Otlete azon alapszik, hogy vesziink egy olyan fiiggsleges | egyenest, ami minden met-
szésponttol balra helyezkedik el. A gbrbéket reprezentald csiicsok az érintGgrafban az adott gorbe
metszete az [ fiiggsleges egyenessel. A bizonyitas tovabbi részében belatjak, hogy lehet az éleket ugy
behtzni a pontok kozott, hogy azok ne metszék egymast és ezek mellett meggondolhatd, hogy a 3.6
allitas miatt paros graf lesz az érint§ graf, vagyis legfeljebb 2n — 4 él lehet benne.

Az egy gorbecsaladra vonatkozo ismert eredményeket a 3.4 tablazatban Osszegzem.

Gorbe tipusa k-metszd Erintések szama Fels6 korlat
Altalanos legaldbb 11 k=1 | 3.1 sejtés: O(n)
Altalanos k O(n?~1/(k+3)) Keszegh & Pélvolgyi [9]
x-monoton legalabb 1 1 k=1 ©(n) Ackerman & Keszegh [1]
x-monoton k=1 O(n*31og(n)?/3) Pach & Sharir [11]
x-monoton, bi-infinit | legalabb 1 1, k = 2 O(n) Pach és tarsai [3]
z-monoton, bi-infinit k=1 O(nlog(n)) Pach & Sharir [11]

Téablazat 3.4: Egy gorbecsaladrol ismert eredmények Gsszegzése.

'Minden gérbepéarnak van legalabb egy kozds pontja.



4 Felso korlat metszet-forditott sorozatok méretére és alkalmazasai

Tobb érintgrafokkal foglalkozo cikket olvasva talalkoztam Marcus és Tardos [10] munkajaval, amely
szamos esetben adott felsG korlatot egyes érintési szdmok maximumara. Emiatt a félévem soran fel-
dolgoztam ezt a cikket is, nem mellesleg amiatt, mert egy szeminariumi eladast is tartottam beléle.
A feldolgozés elején jelezték nekem, hogy azdta Tardos més szerzGtarsaival egyiitt tovabb javitotta az
eredményt, amelyet a [8] cikkben publikaltak. Ebben a fejezetben szeretnék betekintést nyujtani az

érintGgréafok ezen teriiletébe.

Definicié 4.1. Legyenek A', A%, ..., A" eqy véges halmaz elemeinek ciklikus sorozatai. Két ciklikus
sorozatot, A'-t és AJ-t metszet-forditottnak neveziink, ha a kozos elemeik forditott sorrendben szere-
pelnek a két ciklikus sorozatban. A', A%, ..., A" sorozatokat akkor nevezziik metszet-forditottnak, ha

bdrmely kettd ciklikus sorozat metszet-forditott.

Ha vesziink egy topologiai grafot, abbél konnyen elgallithatunk ilyen ciklikus halmazokat. Egy adott
v cstcs esetén tekintsiik Lg(v)-t, a v csics szomszédainak listajat, amelyet ugy rendeztiink, hogy az

élek v-beli kezdSpontjai 6ramutatéd jardsdnak megfelels sorrendben szerepelnek.

Allitas 4.2. [13] Legyen G egy topoldgiai grdf és vegyiik Lg(v) ciklikus halmazokat. Ha létezik Lg(v)

és La(u) sorozatok, amelyek nem metszet-forditottak, akkor G-ben taldlhato onmetszd Cy.

Bizonyitds. Ha Lg(s)NLa(t) < 2, akkor Lg(s) és L (t) metszet-forditottak, vagyis Lg(v)NLg(u) > 3.
A 4.1 abran lathato, hogy Lg(v) és Lg(u) csak akkor lesznek metszet-forditottak, ha a szaggatott él
v-b6l a mésik két él kozott indul ki. Ebben az esetben azonban a tobbi él koziil legalabb az egyiket

metszi, ami azt jelenti, hogy egy 6énmetszé Cy-et kaptunk.

Abra 4.1: 4.2 allitas szemléltetése.
O

Tovabba Pinchasi és Radoi¢i¢ ebben a cikkében belatta, hogy egy olyan topologiai grafnak, amely
nem tartalmaz 6nmetsz§ Cy-et, legfeljebb O(ns/ %) éle lehet. A bizonyitas metszet-forditott sorozatok
segitségével tortént. Ezt az eredményt Marcus és Tardos javitotta a korabban emlitett [10] cikkben,
mig a végss, éles korlatot a [8] cikk adta meg. Az, hogy ez a korlat éles, abbodl kovetkezik, hogy
ex(n, Cy) = O(n3/?), ahogyan az a [4] cikkben olvashat6. Vagyis nincsen két olyan csiics, aminek lenne
kettd kozos szomszédja, tehat barmely Lg(v) és Lg(u) sorozatnak legfeljebb egy kozos eleme lehet,

ami természetesen metszet-forditott.



Tétel 4.3. [8] Legyen A', A% ... A™ metszet-forditott ciklikus sorozatok, amik rendre n elemi halmaz
részhalmazai. Ekkor 31 | |A'| = O(n®/?).

A cikkben ennél egy erdsebb allitast lattak be.

Tétel 4.4. [8] Létezik eqy C > 0 konstans, amelyre minden pozitiv egész n esetén, ha A, A%, ... A"
linedrisan rendezett sorozatok, amelyek rendre eqy n elemtd halmaz részhalmazai, és nincs olyan hdrom

elem, amely két kiilonbozd sorozatban azonos sorrendben jelentk meg, akkor teljesiil:

n
1A < Cn?.
i=1
A bizonyitas hosszi és témaja eltér az Osszefoglalom téméjatol, emiatt nem emlitek meg belSle
elemeket. Ezzel szemben térjiink ra, hogy ez a témakor hogyan alkalmazhat6 az érintégrafok esetén,

ez az allitas a 2.5 allitashoz kapcsolodo felsé korlat belatasa lesz.

Tétel 4.5. [9] Legyen C = P UK egy n elemd gorbecsaldd, ahol P pdronként diszjunkt piros, K is
paronként diszjunkt kék gorbékbdl dll. Ekkor a piros és kék gorbék kozdtti érintések szama legfeljebd
O(n3/?).

El6szor definidlom, hogy hogyan fogjuk a csaladhoz tartozé érintégrafot felvenni a sikban. Minden
0 gorbéhez kivalasztok egy tetszGleges pontot rajta, ezt jelolom ps-val, ez lesz a reprezentald csicsa
a grafban. Ezutan 0* jelOléssel egy csillag alaka gorbét rajzolunk, amelynek ps € §* kézéppontja, és
minden olyan érintkezés = esetén, ahol § egy masik gorbével érintkezik, egy egyszeri ivet hizunk ps-
boél z-be, amely szorosan kdveti az eredeti gorbét. Lathato, hogy az indulé ivek paronként diszjunktak.
Tovabba fennall, hogy ha ¢ egy masik gorbét érintett, akkor az x-be vezet§ iv keriili ezt a masik gorbét
(kivéve magat az érintési pontot), viszont ha § egy masik gorbét metszett, akkor a hozzarendelt ivet
is elmetszi. Ezt az eljarast minden goérbére megismételjiik, mindegyiket egy ilyen csillag alakt abrava
alakitva, mikézben megtartjuk a gorbék koézotti diszjunktsagot és érintéseket.

Ekkor tigy kapjuk meg a G grafunk egy repzentaciojat, hogy a csticsok megfelelnek gorbéken kijelolt
pontokak és egy érintést reprezentald él rendre egy kék és egy piros élrészbdl fog allni, amik az érintési
pontban taldlkoznak. Vagyis ez a gorbecsaldad egy érintGgrafja. A gorbecsaldd tulajdonsigai miatt
fennall, hogy ha uv él 1étezik, akkor az u és v altal meghatérozott csillagalakzatok kizarolag az érintési
pontban taldlkoznak és az azonos szind élrészek sem metszhetik egymast. Ez alapjan belathato az
alabbi allités.

Allitas 4.6. [9] Az igy kapott G érintési grdf nem tartalmaz dnmetszd utat 6t élrészbol, vagyis nem

tartalmaz G 6nmetszd Cy-et, sem onmetszd utat két Elbol.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van egy ut 6t élrészbdl, tovabbé feltehets ezek szine sorrendben: piros,
piros, kék, kék, piros. Jeloljiikk az els§ két piros élrész kozotti cstcsot u-val, a két kék élrész kozotti
csiicsot v-vel, az utolsd piros élrészhez tartozé csicsot pedig w-vel. Az azonos szini élrészek nem
metszik egymast. A két kék élrész (melyek v-hez tartoznak) nem metszik olyan az élrészeket, amelyek
v-hez szomszédos csticsokhoz tartoznak. Viszont minden piros élrész vagy u-hoz vagy w-hez tartozik

és mindkét csics szomszédos v-vel. Tehéat a kérdéses ut nem lehet 6nmetszaé. O
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Vagyis ezzel belattuk, hogy a graf nem tartalmaz énmetsz6 Cy-et és a [8] cikk eredménye alapjan,

akkor legfeljebb O(n3/?) éle lehet, ami éppen a 4.5 tétel bizonyitasat adja.
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