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vildgitasdhoz legaldbb hany fényforrasra van sziikség. A kérdés azzal ekvivalens, hogy a test
hény kicsinyitett példanyaval lehet fedni a testet. Hadwiger sejtése szerint 2¢ példany mindig
elég, egyenlGség pedig akkor van, ha a test egy d-dimenziés paralelepipedon. d > 3 esetén a
sejtést még nem igazoltak, csak részeredmények vannak speciélis esetekben. A kutatas célja

ezen eredmények megismerése és tovabbi specialis esetek vizsgalata.

1. Ekvivalens megfogalmazasok

1.1. Definicié (Konvex test). A K C R? halmazt konvex testnek nevezziik, ha konvex és kompakt

és a belseje nem tires.
Az alabbiakban definidljuk a megvilagitas néhany ekvivalens megfogalmazasat:

1.2. Definicié (Irdnymenti megvilagitds). A K C R konvexr test hatdrdnak b € OK pontjdt
v € RY irdnybol meguildgitottnak nevezziik, ha b pontbél inditott v irdnyi félegyenes metszi K
belsejét. A vy, ..., v, € R irdnyok meguildgitjdk a K konvex testet, ha annak minden hatdrpontjdt

mequildgitjdk.

A K C R? konver test I(K) irdnymenti meguildgitdsi szdimdnak nevezziik a legkisebb n természetes

szamot, amelyre léteznek vy, ..., v, irdnyok, amelyek meguvildgitjik K-t.

1.3. Definicié (Pontbél megvilagitds). A K C RY konvex test hatdrdnak b € OK pontjdt a
p € RY pontban 1évé fényforrds meguildgitia, ha a pb félegyenes metszete K belsejével nem dires.
A pi,...,pn € R pontokban 1évé fényforrdsok meguildgitiik a K konvex testet, ha annak minden
hatdrpontjat meguildagitjdk.

A K C R? konver test P(K) pontokbdl torténd megquildgitdsi szimdnak nevezziik a legkisebb n
természetes szdmot, amelyre léteznek py, ..., pn € R® pontok, amelyekben 1évd fényforrdsok megui-
lagitjak K-t.

1.4. Definicié (Fedés int K eltoltjaival). A K C R? konvex test F(K) belsé fedési szdmdnak

nevezzik a legkisebb olyan n természetes szamot, melyre K fedhetd int K n darab eltoltjdval.
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1.5. Definicié (Homotetikus fedés). A K C R¢ konver test H(K) homotetikus fedési szdmd-
nak nevezzik azt a legkisebb n természetes szamot, melyre K fedheté n darab 1-nél kisebb ardnyu

homotetikus példinydval.

1.6. Tétel. Minden K C R? konver testre (K) = P(K) = F(K) = H(K) < co. [§]

2. Hadwiger-sejtés, részeredmények
A kérdés az, hogy a fent definidlt megvildgtdsi/fedési szadmokra milyen fels§ becslést tudunk adni.
2.1. Sejtés (Hadwiger). Minden K C RY konvez testre H(K) < 24.

2.2. Megjegyzés. A d-dimenzids kockdra és annak affin képeire a fenti becslés éles, igy ennél jobb

felsd korlat nem adhato.

A d =1 eset trividlisan igaz, a d = 2-re Levi [5] adott bizonyitést.

d = 3 esetén a jelenlegi legjobb felsé becslés az altalanos esetben:
2.3. Tétel (Papadoperakis). Minden K C R® konvez testre H(K) < 16. [7]

Specialis esetekben mar igazoltak a sejtést, s6t egyes esetekben még jobb becslést is tudunk mon-

dani.

2.4. Tétel. Ha K C R3 kdzéppontosan szimmetrikus konvex test, akkor H(K) < 8. [4]

2.5. Tétel. Ha a K C R3 konvex test szimmetrikus egy sikra, akkor H(K) < 8. [3]

2.6. Tétel. Ha K C R3 dllandé szélességii konver test, akkor H(K) < 6. [1]

Az altalanos esetre egyelére a sejtésnél joval gyengébb becsléseink vannak. Ezek kozil az egyik:

2.7. Tétel. [2] Minden K C R? konver testre
2d
H(K) < B d(lnd +Inlnd + 5).

Specidlis esetben viszont magasabb dimenziéban is tudunk jobb becsléseket mondani:

2.8. Definicié (Belt politép). Egy P C R? politépot belt politépnak nevezziik, ha minden 2-lapjdnak

minden éléhez taldlhato egy vele pdrhuzamos él az adott lapon.

2.9. Tétel. Ha d > 2, P C R? belt politép és P nem parallelotép, akkor H(P) < 3-292. [6]
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3. Visszavezetés egy kevésbé Aaltaldnos esetre (sajat ered-
mény)

metrika szerinti stirii részhalmazéira bizonyitani. Végiil ez egy plusz feltétel mellett sikeriilt, ez

olvashaté az aldbbiakban.

3.1. Allitas. Legyenek K,L C R% konvex testek. Legyenek K1, ..., K}, homotetikus példdinyai K -
nak, melyek ardnyai \1,..., \x <1 és K C Ule K;. Tegyiik fel, hogy L tartalmaz r sugari gombit,
azaz létezik olyan p € R? és r € RY, hogy B,.(p) C L. Tovdbbd tegyiik fel, hogy maxi?:1 A <
%, ahol dy(K,L) a K és L Hausdorff-tdvolsdga. Ekkor létezik L-nek k darab 1-nél kisebb
ardnyt homotetikus példdnya, amik fedik L-t.

Bizonyitds.

3.2. Lemma. Legyen L C RY konvexr test, B,(p) C L, § > 0 és jeldlje Ls az L § sugari kérnyezetét.

t [axi]
0

Legyen L' az L p-bél vet ardnyi nagyitdsa. Ekkor Ls C L'.

Bizonyitds. Mivel p az L-nek belsé pontja, és L konvex, igy L C L'. Igy elegendé az L\ L pontjaira
belatni, hogy L’-beliek.

Legyen tehat 2 € Ls\ L. Legyen a px egyenes a-hez legkozelebbi L-beli pontja y. Ekkor a py szakasz
része L-nek, igy elegendd belatni, hogy

lp—z| _o+9

lp—yl = o

Legyen y' az L x-hez legkozelebbi pontja. Vegyiik az y'-re illeszkedd, az zy’ egyenesre merSleges
hipersikot. Ez L-nek egy y/-beli tdmaszhipersikja. Allitsunk erre merélegest p-bél, ennek talppontja
legyen t. Ha 3y’ # y, akkor az xyy’ és pyt haromszogek hasonléak, igy

lz—yl _ |z =]
=yl [p—1
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Tovabba t az y'-beli tAmaszhipersikon van, igy nem lehet L-nek belsé pontja. Mivel viszont B,(p) C
L, igy |[p—t| > o. Mésrészt « € Ls\L és y' a hozzd legkozelebbi L-beli pont, {gy |z — y'| < 4.

Ha 3’ =y, akkor t = y is teljesiil és a fentiek ugyantgy igazak.

Igy a kovetkezét kapjuk:

- - - - — 5 5
p—al _p-yltle—yl eyl eyl 0 etd
Ip — lp — lp — v Ip —t| 0 0
Ezzel belattuk a lemmét. O

Legyen ¢ = dy (K, L). Ekkor L C K. és K ¢ Jl_, K;, fgy L € (U, K,)e = U, (K,).. Tgy ele-
gendd belatni, hogy minden i-re létezik L-nek olyan 1-nél kisebb aranyt homotetikus L; példanya,
melyre (K;). C Lj.

Mivel dy (K, L) = ¢, igy L-nek létezik olyan \; ardnyd homotetikus L} példanya, hogy K; C (L})x,e-
Legyen L; az L} nagyitdsa, melynek kozéppontja p képe az L — L homotécia szerint, az ardnya

pedig
AT+ Xie+ ¢

)\i’l“
Ekkor ha alkalmazzuk a lemmat Li-re, o = M\;r-re, illetve § = \;e + e-ra, akkor kapjuk, hogy
(Ki)e C (L) ne4e C Li, tovdbbd L-t L;-be vivé homotécia ardnya

N+ Mg+ e
N————.
AZ"I’

Igy még azt kell beldtni, hogy ez kisebb 1-nél.

Artdete  Nrtete _ ettt e te  (r—e)(r+e)+e(r+e)

= = =1
Ai T r r r(r+e¢)

Ezzel belattuk az allitast. ]

3.3. Kovetkezmény. Ha Hadwiger sejtése igaz a konvex testek eqy strd részhalmazara gy, hogy
csak egy rogzitett, 1 > A-ndl kisebb ardnyu homotécidkat haszndlunk a sirid részhalmazbeli testek

fedésére, akkor a sejtés minden konvex testre igaz.

Bizonyitds. Legyen L C R? konvex test. Mivel L belseje nem iires, igy létezik olyan B, (p)
gémb, mely része L-nek. A sirfi részhalmazban ekkor létezik olyan K C R? konvex test, mely-
re dy(K,L) < T%. Ekkor

1-) C1-A 14A—I4A
r—dg(K,L) _"—ripy 115 T 2\

= = = — = )\7
r+dpg(K,L) r+rﬁ—§ 1+ ﬁ—i 71+i‘i§\7)‘ 2
azaz teljesiil a fenti &llitas feltétele. Igy H(L) < H(K) < 2¢. O

A 2.9. Tétel éppen ilyen jellegii eredményt ad, hiszen a belt politépok siirti részhalmazt alkotnak
a konvex testek terében. A bizonyitasa viszont nem a Hadwiger-féle megkozelitést hasznalja, ha-
nem az irdnymenti megvilagitast, igy a bizonyitasbé6l nem olvashatoé ki kozvetleniil, hogy tudunk-e

megfeleld A\ fels6 korlatot adni.
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